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Comme  toutes  les  branches  de  la  Science  mathémalique^ 
la  Géométiie  a  lait  dans  ce  siècle  des  progrès  considérables; 
l'introduciion  des  imaginaires  et  l'emploi  des  transforma- 
tions des  figures  en  ont  été  les  principaux  facteurs. 


Emploi  des  imaginaires. 

1.  L'introduction  des  imaginaires  est  une  conséquence  de 
l'application  de  TAnalyse  à  l'élude  de  la  r.éomèn-ie,  permise 
n. 
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pai  l'usage  des  coordonnées  de  Descartes  (').  Au  n)oyen  de 
ia  Géomélrie  analytique  on  put  soumettre  à  un  même  traite- 
ment des  courbes  ou  des  surfaces  jouissant  de  propriétés 
différentes  :  par  exemple,  réquation  des  cercles  ayant  un 
même  axe  radical  est  la  même,  que  ces  cercles  se  coupent 
ou  non  ;  par  suite,  les  propriétés  relatives  à  des  cercles  qui 
passent  par  deux  points  fixes  s'étendront,  en  général,  aux 
cercles  ayant  même  axe  radical  et  ne  le  coupant  pas;  or,  il 
arrivera  souvent  que  ces  propriétés  seront  faciles  à  prouver 
géométriquement  dans  le  premier  cas,  et  que  la  démonstra- 
tion ne  pourra  plus  s'appliquer  dans  le  second,  bien  que  la 
propriété  continue  à  subsister.  C'est  Monge-  qui  se  permit  le 
premier  de  généraJiser  ainsi  des  résultats  démontrés  sur  une 
.figure  présentant  dés  propriétés  contingentes  spéciales,  sans 
influence  sur  le  résultat  lui-même,  mais  utilisables  dans  sa 
démonstration.  Ce  procédé  fut  ensuite  employé  systématique- 
ment, sous  le  nom  de  principe  de  continuité,  par  Poncelet, 
qui  sut  en  tirer  de  féconds  résultats  dans  son  Traité  des 
propriétés  projectiles  des  figures  (paru  en  1822),  Ouvrage  qui 
exerça  la  plus  grande  influence  sur  le  développement  de  la 
Géométrie  moderne. 

2.  Ce  principe  de  continuité  revient  à  introduire  les  ima- 
ginaires en  Géométrie  ;  comme  le  lecteur  le  verra  plus  tard, 
quand  il  aura  ai)ordé  l'Analyse,  on  ne  peut  étudier  facile- 
ment les  propriétés  de  la  plupart  des  fonctions  d'une  variabJe 
réelle  qu'en  étendant  la  définition  de  ces  fonctions  aux 
valeurs  imaginaires  de  la  variaJjle  ;  les  singularités  que  les 
fonctions  ainsi  définies  présentent  dans  le  domaine  imagi- 
naire ont  leur  répercussion  sur  les  propriétés  des  fonctions 
primitivement  données  dans  le  domaine  réel;  pour  citer  un 
exemple,  ce  n'est  que  par  l'emploi  de  cette  méthode  qu'on 
parviendra  à  énoncer  des  théorèmes  généraux  sur  la  conver- 
gence des  développements  en  série  des  fonctions  ;  elle  per- 


(')  Descartes  (i.StjO-iôôo).  Son  Application  de  l'Algèbre  à  la  théorie  des 
courbes  parut  en  16.37.  "-■*  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions  ne  se  déve- 
loppa que  plus  tard,  à  la  suite  du  Traité  des  courbes  à  double  courbure,  que 
Clairaut  coinpos.i  en  17.31,  à  l'âge  de  16  ans. 
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mettra,  en  général,  de  coordonner  entre  eux  des  ré^uliau 
sans  rapport  apparent. 

Il  va  en  être  de  même  en  Géométrie  :  les  imafrinaires  vont 
servir  de  lien  entre  des  propriétés  souvent  très  différentes 
au  prime,  abord,  qui  se  trouveront  n'être  au  fond  que  des  cas 
particuliers  d'une  même  proposition,  et  ce  n'est  que  j^ràce 
aux  conventions  de  langage  qu'elles  permettent  d'établir 
qu'on  pourra  énoncer  des  théorèmes  présentant  un  haut 
degré  de  généralité. 

3.  L'introduction  en  Géométrie  de  ces  quantités  imagi- 
naires résulte  immédiatenjent  de  l'emploi  des  coordonnées 
de  Descartes.  Celles-ci  font,  ei\  effet,  correspondre  à  tout 
point  de  l'espace  l'ensemble  {.t,y,z)  de  trois  nombres  réels, 
qu'on  nomme  coordonnées  de  ce  point.  Inversement,  à  tout 
ensemble  de  trois  nombres  réels  correspond  un  point  et  un 
seul.  On  conviendra  également  de  dire  qu'il  correspond  un 
point  à  un  ensemble  de  trois  coordonnées,  lors  même  qu'une 
ou  plusieurs  d'entre  elles  seront  des  quantités  imaginaires  : 
ce  point  sera  alors  dit  un  point  imaginaire. 

Ainsi  un  point  imaginaire  correspond  à  l'ensemble  de  trois 
quantités,  dont  l'une  au  moins  est  imaginaire;  à  l'ensemble 
des  trois  imaginaires  respectivement  conjuguées  corres- 
pond un  nouveau  point:  on  l'appelle  le  \)Oin\.  imaginaire  con- 
jugué Au  précédent  ;  par  exemple,  les  points  (o, /'.  i  — <)  et 
(o,  —  /,  1  -+-  i)  sont  imaginaires  conjugués. 

Les  plans  imaginaires  se  définissent  d'une  manière  ana- 
logue; ils  correspondent  à  des  relations  du  premier  degré, 
à  coefficients  imagirurlres,  entre  les  coordonnées  x,  y,  z  et 
sont  le  lieu  des  points  réels  ou  imaginaires,  dont  les  coor- 
données satisfont  à  ces  relations.  A  tout  plan  imaginaire  cor- 
respond un  plan  imagmaire  conjugué. 

On  considérei'a  de  même  des  surfaces  algébriques  d'un 
degré  quelconque  à  coefficients  imaginaires. 

\.  Pour  exprimer  qu'une  surface  passe  par  un  point  donné, 
on  n'a  qu'une  relation  à  écrire  entre  les  coefficients  de  son 
équation  ;  mais,  si  l'on  veut  que  ces  coefficients  soient  réels, 
et  si  le  point  donné  est  imaginaire,  cette  relation  équivaut  à 
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deux  relatiorts  ne  renfermant  jilus  d'imaginaires,  et  les  sur- 
faces, donl  les  coefficients  satisfont  à  ces  relations,  passent, 
r»on  seulement  par  le  point  imaginaire  considéré,  mais  aussi 
par  son  imaginaire  conjugué.  11  en  est  de  même  des  courbes 
représentées  par  deux  équations  algébriques  à  coefficients 
réels. 

Par  exemple,  il  ne  peut  passer  qu'une  droite  réelle  par  un 
point  imaginaire,  car  le  point  imaginaire  conjugué  achève  de 
la  déterminer.  On  voit  d'ailleurs  bien  que  la  droite  qui  joint 
deux,  points  imaginaires  conjugués  est  réelle.  De  même, 
deux  plans  imaginaires  conjugués  se  coupent  suivant  une 
droite  réelle. 

5.  Toute  quantité  (|ui  résulte  de  la  donnée  de  plusieurs 
points  ou  de  plusieurs  surfaces  réels  est  une  certaine  fonc- 
tion des  coordonnées  de  ces  points  ou  des  coefficients  de  ces 
surfaces  ;  on  définira  la  même  quantité,  dans  le  cas  de  points 
ou  de  surfaces  imaginaires,  comme  étant  la  valeur,  réelle  ou 
imaginaire,  prise  par  cette  fonction  pour  les  coordonnées  ou 
les  coefficients  imaginaires  considérés. 

Soient,  par  exemple,  a  ei  b  deux  points  réels  de  coordon- 
nées (.r|,j,,2,)  et  {■i'2,j'ii^-2)  '■  on  sait  que  les  coordonnées  de 
tout  point  m  de  la  droite  ab  peuvent  s'écrire 


I  -f-  p  '  +  p  '  +  p 

la  variable  p  désignant  le  rapport  — 7  • 

Si  l'on  considère  le  paramètre  p  comme  une  variable  ima- 
ginaire, les  formules  précédentes  représenteront  les  coor- 
données d'un  point  quelconque,  réel  ou  imaginaire,  de  la 
droite  ab,  que  les  points  a  et  b  soient  eux-mêmes  réels  ou 

imagin-aires.  La  valeur  du  paramètre  p,  qui  correspond  au 

am 
point  m,  représente  alors,  par  dcjuiition.   le  rapport  — -■ 

Pour  la  A'aleur 

p=--> 

les  coordonnées tiu  point  m  deviennent  infinies  ;  on  dit  qu'à 
cette  valeur  de  p  correspond  le  point  à  rinjîni,àe  la  droite «6. 
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6.  Soient,  de  même,  a,  b  et  c  trois  points  non  en  lijrne 
droite,  réels  ou  imaginaires,  de  coordonnées  (r,, /i-,,  z,), 
(a:,,^î,  3j)  et  (vFs,  jKj»  ^3)»  '^s  coordonnées  de  tout  point  m 
du  pian  abc  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

ga:, -4-  (3 .r., +  7^73        «/i  +  (3  Va-j-y/;)        a:;,  +  3  J,  H-  y  ^3 
a  -h  (3  -t-  y        '  cf.-^r^-\-y       ]  a  -h  (3  ^-  y 

a,  [3  et  y  étant  trois  quantités,  réelles  ou  imaginaires,  qui  se 
trouvent  déterminées,  pour  chaque  point  m,  à  un  facteur 
constant  près,  au  moyen  de  trois  équations  homogènes  com- 
patibles entre  elles.  Ces  quaiitités  «, [3ety  sont  appelées  les 
coordonnées  barycentriques  du  point  m  par  rapport  au 
triangle  abc.  A  tout  ensemble  (a,  (3,  y)  correspond  ainsi  un 
point  m  du  plan  aèc,  qui  reste  le  même,  si  a,  (3  et  y  varient 
proportionn'fellement.  Si  la  somme  de  ces  trois  coordonnées 
est  nulle,  les  coordonnées  cartésiennes  du  point  m  devien- 
nent infinies  :  ortdit  alors  que  (a, (3,  y)  représente  un  point  à 
l'infini  du  plan  abc. 

7.  Soient,  enfin,  a,  b,  c  ei  d  quatre  points  non  situés 
dans  un  même  plan,  réels  ou  imaginaires,  de  coordonnées 
(^n/i^-Sj)»  (^2,72,32)»  (-373.  .n.  «s)  et  (x.,j.,34)  :  les  coor- 
données d'un  point  quelconque,  m,  de  l'espace,  peuvent 
s'écrire 


(0 


a  4-  [3  +  7  +  ô 

Les  coordonnées  barycentriques  (a,i3,y,ô)  se  trotivenl  déter- 
minées à  un  facteur  constant  près  au  moyen  de  quatre  équa- 
tions homogènes  indépendantes,  A  quatre  coordonnées  bary- 
centriques dont  la  somme  est  nulle  correspond  un  point  à 
l'infini. 

Etant  donnés    deux   points    m,   et    m^    de     coordonnées 
(a,,  (3,,  y,,  (5,)   et    ^t^,  iSj,  y^Oj),    on  voit    aisément,  au    moyen 


a4-!3-h- 

y- 

r-  0 

a  y 

.^-Py2  + 

yy 

3  +  ^7; 

a-t-(3-h 

y  +  à 

a.z^ 

,-4-  (3  5,-4- 

y-:. 

-^èz. 
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des  formules  du  iT'S,  que  les  expressions 

(2)  a,  +  ooci,     fil  ■+-  pp-i,     71  -i-  pyj.     «5,  ~i-  pô. 

représentent  les  coordonnées  barycenlriques  d'un  point  quel- 
conque de  la  droite  mi^m^,  le  paraaièlre  p  étant  le  même  qu'au 
u"  o,  si  l'on  a  choisi  les  coordonnées  barycenlriques  des 
points  m^  et  rn^_  de  manière  que  leurs  sommes  soient  égales 
entre  elles. 

8.  Étant  donnée  l'équation,  carrj-.ienne  d'une  surface  de 
degré  m,  on  en  déduira  Véquation  barycentrique  de  cette 
surface  en  substituant  aux  coordonnées  cartésiennes  les 
expressions  (i)  du  paragraphe  précédent  :  cette  équation  sera 
homogène  et  de  degré  m  par  rapport  aux  coordonnées  bary- 
centriques. 

Si,  maintenant,  nous  substituons  à  ces  coordonnées  bary- 
centriques  les  expressions  (2)  du  n**  7,  nous  obtiendrons  une 
équation  en  p  qui  nous  fournira  les  points  communs  à  la  sur- 
face et  à  la  droite  jn^m^\  comme  on  peut  toujours  supposer 
'  (à  moins  que  la  droite  n'appartienne  a  la  surface)  que  le 
point  nii  n'est  pas  sur  la  surface,  cette  équation  sera  de 
degré  m  :  l'équation  en  p  aura  donc  m  racines,  réelles  ou 
imaginaires,  distinctes  ou  confondues.  On  a  donc,  grâce  aux 
conventions  des  pointsimaginaires,  l'énoncé  général  suivant: 

Une  droite  quelconque  coupe  une  sur/ace  de  degré  m  en  m 
points^  réels  ou  imaginaires^  distincts  ou  confondus. 

Un  ou  plusieurs  de  ces  points  peuvent  d'ailleurs  être  à 
l'infini  sur  la  droite  miin^:  il  suffit  que  la  valeur  de  p,  à 
laquelle  correspond  le  point  à  l'infini  sur  la  droite,  soit  une 
racine,  simple  ou  multiple,  de  l'équaC/on  considérée.  On  dit, 
dans  ce  cas,  que  la  droite  m,  /«j  est  une  direction  asympto- 
tique  d«  la  surface. 

9.  Si  le  point  m,  est  sur  la  surface  considérée,  l'équation 
en  p  obtenue  admet  zéro  pour  racine;  si,  quel  que  soit  le 
point /?i2,  celle  racine  est  multiple  d'ordre/»,  on  dit  que  le 
pointm,  est,  sur  la  surface,  un  point  multiple  d'ordre  p.  On 
peut,  dans  ce  cas,  disposer  du  point  m,  de  manière  à  annuler 
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le  coefficienl  de  p'' :  la  droite  m, mj  est  alors  dite  tani^cnle 
en  m,  à  la  surface;  comme,  d'ailleurs,  le  coeflicienl  considéré 
est  de  degré />,  par  rapport  aux  coordonnées  du  point  m,,  on 
voit  que  ce  point  appartient  à  un  cône  de  degré/?;  dans  le 
cas  d'un  point  simple,  ce  cône  se  réduit  à  un  plan,  qui  est  le 
plan  langent  a  la  surface  au  point  m,. 

Si  le  point  w,  est  un  point  à  l'infini  (c'est-à-dire,  par  défi- 
nition, tel  que  la  somme  de  ses  coordonnées  soit  nulle),  le 
plan  tangent  devient  un  plan  asymptole  à  la  surface. 

Des  considérations  analogues  s'appliquent  aux  courbes 
planes. 

10.  En  particulier,  si  l'on  considère  l'intersection  d'une 
surface  par  son  plan  tangent  en  w,,  et  si  ni^  désigne  un  point 
de  ce  plan,  l'équation  er)  p  envisagée  précédemment  con- 
tient pj  en  facteur,  d'après  la  définition  môme  que  nous 
venons  de  donner  du  plan  tangent;  par  suite,  le  point  m,  est 
point  double  de  la  courbe  d'intersection.  Ainsi  : 

L'intersection  d' une  surface  par  un  de  ses  plans  tangents 
présente  un  point  double  ou  multiple  au  point  decontact. 

La  réciproque  est  immédiate. 

11.  En  particulier,  une  surface  du  second  degré  coupe  un 
de  ses  plans  tangents  suivant  une  courbe  du  second  degré 
présentant  un  point  double  w,.  Soit  m^  un  autre  point  de 
cette  courbe  :  l'équation  en  p,  relative  à  la  droite  m^  m^,  ne 
renfermant  qu'un  terme  en  p*,  eidevant  avoir  une  racine  dif- 
férente de  zéro,  est  identiquement  satisfaite;  par  suite,  tous 
les  points  de  la  droite  niiPio  appartiennent  à  la  courbe  du 
second  degré  obtenue;  on  en  déduit  que  celle-ci  se  compose 
de  deux  droites,  réelles  ou  imaginaires.  Ainsi  : 

L  intersection  d'une  surface  du  second  degré  par  un  de  ses 
plans  tangents  se  compose  de  deux  droites,  réelles  vu  imagi- 
naires. 

Si  une  surface  du  second  degré  admet  un  point  double, 
tout  plan  passant  par  ce  point  la  coupera  suivant  une  courbe 
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du  second  degré  admettant  aussi  ce  point  pour  point  double, 
c'est-à-dire,  d'après  ce  qui  précède,  suivant  deux  droites.  La 
surface  considérée  sera  alors  un  cône  du  second  degré. 

En  dehors  de  ce  cas,  une  surface  du  second  degré  n'aura 
que  des  points  simples,  où  elle  admettra  des  plans  tangents: 
par  suite  : 

Par  toiiL  i>oint  d'une  surface  du  xecond  degré,  il  passe  deux 
génératrices. 

Soit  A  l'intersection  des  plans  tangents  à  une  surface  du 
second  degré  en  deux  de  ses  points,  m  et  tn'  \  les  génératrices 
qui  passent  par  ces  points  s'obtiendront  évidemment  en  les 
joignant  aux  deux  points,  a  et  a\  où  la  quadrique  coupe  la 
droite  A.  On  voit  ainsi  que  les  quatre  génératrices  issues  des 
points  m  et  m'  se  coupent  deux  à  deux  ;  mais  les  génératrices 
telles  que  77îa  el  w'fl' né  se  rencontrent  pas.  On  peut  donc 
distirjguer  deux  systèmes  de  génératrices,  tels  que  toute  géné- 
ratrice de  l'un  des  systèmes  coupe  toutes  celles  de  l'autre 
système,  sans  en  rencontrer  aucune  du  système  dont  elle 
fait  partie. 

On  en  déduit  encore  que  : 

Toute  surface  du  second  degré  peut  être  engendrée  par 
une  droite  mobile  assujettie  à  rencontrer  trois  droites  fixes. 

12.  Au  moyen  de  la  théorie  de  l'élimination  on  peut  mon- 
trer que  : 

Trois  surfaces,  de  degrés  m,  n  et  p,  ont.,  en  général,  mnp 
points  communs^  réels  ou  imaginaires,  distincts  ou  confon- 
dus, à  distance  finie  oa  infinie. 

Si  l'une  de  ces  surfaces  est  un  plan,  on  voit  que  : 

Deux  courbes  planes,  de  degrés  rn  et  n,  se  coupent  généra- 
lement en  mn  points. 

L'intersection  de  deux  surfaces  de  degrés  m  ei  n  est,  par 
suite,  une  courbe  qui  coupe  en  mn  points  un  pian  quelconque, 
c'est-à-dire  une  courbe  à'ordre  mn.  En  particulier,  deuxsur- 
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faces  du  second  degré  se  coupent  suivant  unecouibe  du  qua- 
trième ordre,  qu'on  apiiello  une  biquadraciaue gauche. 

13.  D'après  la  définition  du  plan  (n°  3)  les  quatre  coor- 
données des  points  d'un  plarx  sont  reliées  par  une  équation 
linéaire  et  homogène,  et  réciproquement.  En  particulier,  les 
points  à  l'infini,  dont  les  coordonnées  ont  une  somme  nulle, 
doivent  être  considérés  comme  apiiartenam  à  un  même  plan, 
qu'on  appelle  \e  plan  de  t infini .  C'est  là  un  résultat  pure- 
ment analytique,  qui  provient  uniquement  de  la  définition 
analytique  du  plan. 

Toutes  les  surfaces  de  mêmes  directions  asymploiiques 
coupent  le  plan  de  rinfi*ni  suivant  une  même  courbe  plane. 
lie  même,  dans  le  plan,  toutes  les  courbes  de  mêmes  direc- 
tions asymptotiques  passent  par  les  mêmes  points  de  la 
droite  de  l'infini  ûg  ce  plan. 

14.  Il  est  essentiel  de  bien  se  rendre  compte  que  les  défi- 
nitions précédentes  permettent  simplement  d'employer  le 
langage  géométrique  pour  exprimer  dos  opérations  analy- 
tiques; le  point  n'est  plus  qu'une  expression  eonveniionnelle. 
et  n'a  plus  qu'un  sens  purement  analyti(itie  ;  il  ne  représente 
rien  de  géométrique,  lorsqu'il  est  imaginaire,  pas  plus  qu'une 
surface  à  coefficients  imaginaires,  le  tétraèdre  de  référence 
étant  supposé  réel. 

Mais  la  définition  même  dès  quantités  imaginaires,  consi- 
dérées ainsi  en  (léométrie,  notis  permet  d'exprimer  en  lan- 
gage géométrique  des  opérations  analytiques,  qui,  de  cette 
manière,  s'énoncent  parfois  très  simplement,  malgré  leni- 
complication.  Nous  pourrons  d'ailleurs,  dans  lios  raisonne- 
ments, nous  laisser  guider  par  les  considérations  géométri- 
ques, qui  se  présenteront  naturellemenl  à  l'esprit,  en  suppo- 
sant réalisées  certaines  relations  contingentes  entre  les  élé- 
ments à  envisagci'.  Les  énonces  auxquels  nous  aJjoutirons 
n'auront  pas,  dans  leur  expression  générale,  d'interprétation 
géométrique  ;  mais,  dans  divers  cas  particuliers,  chacun 
d'eux  pourra  correspondre  à  des  propriétés  géométriques 
différentes. 
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Premières  notions  sur.  les  transformations. 

16.  Comme  nous  l'avons  dit  nu  début,  l'emploi  systéma- 
tique ûe?,  transforma  lions  des  figures  constitue  une  des 
caractéristiques  de  la  Géométrie  moderne. 

Transformer  une  figure,  c'est  en  déduire,  par  des  procédés 
bien  déterminés,  une  autre  figure,  de  sorte  que  certains  élé- 
ments se  correspondent  deux  à  deux,  et  des  propriétés  de 
l'une  des  figures  on  déduit  des  propriétés  de  l'autre. 

On  peut  diviser  les  transformations  en  deux  grandes  classes: 
les  premières  font  se  correspondre  les  éléments  de  deux 
courbes  ou  de  deux  surfaces  :  c'est,  par  exemple,  le  cas  des 
représentalions  géographiques  sur  un  plan,  qui  font  corres- 
pondre à  tout  point  d'une  sphère  un  point  d'un  plan.  Les 
autres  transforment  au  contraire  les  éléments  de  tout  l'es- 
pace. 

16.  Parmi  les  transformations  de  la  première  classe,  la 
projecUon  stéréographique  était  déjà  connue  de  Ftolémée. 

L'étude  delà  perspective  fournit  ensuite  naturellement  des 
figures  en  correspondance;  mais  Desargues  et  Pascal  sem- 
blent être  les  premiers  qui  aient  eu  recours  à  des  considéra- 
lions  de  figures  correspondantes  pour  découvrir  des  théo- 
rèmes. C'est  dans  le  Traité  des  Planico niques  de  la  Hire  (1673) 
(|u'apparaît  pour  la  première  fois  une  méthode  suffisamment 
générale  de  transformation  projective,  obtenue  par  des  con- 
structions dans  le  plan,  et  qui  revient  k  la  transformation 
homologique.  Mais  ce  n'est  que  dans  le  Traité  des  propriétés 
projectives  de  Poncelet  que  se  trouvent  employés  systémati- 
quement deux  procédés  de  transformation,  à  savoir  la  trans- 
formation homoiogiqu»  et  la  transformation  par  polaires 
réciproques.  Ces  transformations  furent  bientôt  généralisées 
|)ar  Chasles,  dans  son  Mémoire  sur  la  dualité  et  l'homogra- 
phie (i83o),  où  sont  développées  les  propriétés  de  la  trans- 
formation homographique  et  de  la  transformation  corréla- 
liie.  Ces  deux  transformations  permirent  à  Chasles  de  faire 
une  élude  très  complète  des  courbes  et  des  surfaces  du 
second  degré. 

Crie  autre  transformation,  d'imé  importance  capitale,  Tut 
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imaginée  un  peu  plus  tard  (i836)  par  Bellavilis,  et  recul  de 
Liouville  (1847)  ^^  nom  de  transformation^ />«/■  rayons  vec- 
teurs réciproques.  Dans  le  i)lan,  celle  transformation  n'est 
d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  de  la  transformation  quadra- 
tique dont  la  découverte  semble  due  à  Steiner  ('). 

Depuis,  sous  l'inflence  de  Cremona,  de  Sophus  Lie,  etc., 
on  a  imaginé  des  transformations  plus  générales  ;  nous  par- 
lerons sommairement  de  quelqueS-unes  des  plus  simples  à  la 
fin  de  cet  Ouvrage. 

17.  La  transformation  homographique  et  la  transformation 
quadratique  appartiennent  au  type  des  transformations  ponc- 
tuelles, dans  lesquelles  les  figures  se  correspondent  point 
par  point  ;  à  un  lieu  de  points  de  la  première  figure  corres- 
pond ainsi  un  lieu  de  points  de  la  seconde. 

A  une  courbe  F,  passant  par  deux  points  a  et  6  d'une 
courbe  C  de  la  première  figure,  correspond  donc,  dans  la 
seconde,  une  courbe  Y'  qui  passe  par  les  points  a'  et  b',  trans- 
formés de  a  et  b,  et  situés  sur  la  courbe  C,  transformée  de  C. 
Si  le  point  b  tend  sur  C  vers  le  point  a,  C  et  F  deviennent, 
par  définition,  tangentes  en  a  ;  b'  tend  alors  vers  a'  et  les 
courbes  C  et  F'  deviennent  également  tangentes  en  «'.  Ainsi, 
des  courbes  et,  par  suite,  des  surfaces  tangentes  se  trans- 
forment en  courbes  et  en  surfaces  tangentes  ;  autrement  dit, 
les  transformations  ponctuelles  sont  des  transformations  de 
contact. 

18.  On  peut  obtenir  des  transformations  de  contact  (*)  par 
un  procédé  beaucoup  plus  général.  Considérons  d'abord, 
pour  simplifier,  le  cas  de  figures  planes. 

Au  lieu  de  faire  correspondre,  à  tout  point  /n(a,  (3)  du 
plan,  un  autre  point  dont  les  coordonnées  soient  des  fonc- 
tions déterminées  de  a  et  [3,  associons-lui  une  courbe  C,  dont 
l'équation  soit  de  la  forme 

/(a-,  V,  a,  [5)  =  o. 

{')  Jo^urn.  Je  Crelle.  ^   III,    1828. 

(')  C'est  le  grand  géomètre  norvégien,  Sophus  Lie,  qui  a  montré  l'impor- 
tance  de  ces  transformations. 
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Lorsque  ie  point  m  décrit  une  courbe  (/«),  la  courbe  C  reste 
tangente  à  une  enveloppe  (C),  qui  est,  par  tléfinilion,  le  lieu 
des  points  où  se  coupent  deux  positiobs  infiniment  voisines 
de  la  courbe  C.  A  toutes  les  courbes  qui  i-assent  par  deux 
points-,  m,  et  /7i,,  de  la  courbe  {m)  correspondent  ainsi  des 
enveloppes  tangentes  aux  courbes  Ci  et  C,;  si  le  point  m.,  tend 
sur  (m)  vers  le  point  m,,  la  courbe  C2  tend  à  se  confondre 
avec  Cl  et  les  points  communs  à  Ci  et  à  Cj  tendent,  d'après  la 
définition  même  de  l'enveloppe  (C),  vers  les  points  où  celle-ci 
touche  Cl.  Aux  courbes  tangentes  en  «i,  à  (m)  coiTespondenl 
donc  deux  courbes  tangentes  à  (C)  aux  points  de  conlacf  de 
Cj.  La  transformation  en  question  est  donc  bien  nnr  trans- 
formation de  contact. 

19.  Supposons,  par  exemple,  ([ue  la  courb'e  C  ait  pouréqua- 
tion 

f{x  —  a,y  —  ^)—o, 

autrement  dit,  que  la  courbe  C)  soit  amenée  à  coincitler  avec 
(],  par  la  translation  qui  transporte  m^  en  m^.  Si  le  point  m 
décrit  une  droite,  il  est  bien  évident  que  i'oriveloppe  de  C  se 
compose  de  tangentes  parallèles  à  cette  droite;  on  en  déduit 
<|ue,  si  le  point  m  décrit  une  courbe  quelconque  (m),  les 
points  où  C  touche  son  enveloppe  sont  les  points  de  contact 
des  tangentes  menées  à  cette  courbe  parallèlement  à  la  tan- 
gente en  m  à  {m). 

20.  Comme  autre  exemple,  supposons  que.  o)  désignant  un 
point  fixe  du  plan,  on  fasse  correspondre  à  tout  point  m  la 
perpendiculaire  D  menée  en  /w  à  la  droite  ',)m.  Si  le  point  m 
décrit  une  courbe  (m),  cette  perpendiculaire  enveloppe  une 
courbe  qu'on  nomme  Vanlipodaire  de  la  courbe  (m):  inver- 
sement, la  courbe  {m)  est  nommée  la  podaire  de  cette  enve- 
loppe par  rapport  au  point  «.  D'après  ce  qui  précède,  le  point 
où  la  droite  D  touchfi  son  enveloppe  ne  dépend  que  de  la  tan- 
gente en  nt  h  la  courbe  (/>?);  il  ne  changera  donc  pas  si  nous 
substituons  à  cette  courbe  le  cercle  qui  la  louche  en  mei  qui 
pBsse  par  w;  mais,  dans  ce  cas.  l'enveloppe  de  D  est  évidem*. 
ment  le  point  a.  diamétralement  opposé  à  u  dans  ce  cercle. 
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Oa  voit  donc  que  le  point  a,  où  D  touche  ranlipodMtrcde  (m). 
est  lel  que  la  normale  en  m  à  {m)  passe  par  le  milieu  de  w.a: 
on  relronve  ainsi  une  conétruclion  bien  coniuiedc  la  normale 
à  la  podaire  d'une  courbe.; 

'21.  Dans  l'espace,  les  iranformalions  de  contact  penvenl, 
en  outre  des  transformations  ponctuelles,  s'obtenir  de  deux 
manières  :  dans  la  première,  on  fait  correspondre  une  courbe, 
et  dans  la  seconde  une  surface,  à  tout  point  de  l'espace. 

Ouisidérons  d'abord  le  second  cas  :  à  tout  point  m  (a,  ;î,-/), 
on  fait  correspondre  une  surface  S  d'é(iuation 

/(^.  j,  3,a,S,y)  =  o. 

Si  le  point  m  décrit  une  surface  [//^],  la  surface  S  reste 
généralement  tangente  à  une  surface  enveloppe  [S]  en  un 
nombre  fini  de  points,  qui  sont  les  points  communs  à  trois 
positions  infiniment  voisines  de  S.  A  toutes  les  surfaces  tan- 
gentes en  /H  à  ['«]  correspondent  ainsi  des  surfaces  tan- 
gentes à  [S]  aux  points  de  contact  de  S. 

Dans  le  premier  cas,  à  tout  point  m{y.,  j3,  y),  ou  fait  corres- 
pondre une  courbe  C  d'équations 

/(■^,y, -»«»,3,  y)  =  o, 

'j{x,y,  z,  y.,Z,y)  =  o. 

• 

Si  le  point  m  décrit  une  courbe  {m),  la  courbe  C  engendre 
une  surface  (C)  ;  à  toutes  les  courbes  de  l'espace  tangentes 
entre  elles  en  tni  point  m  correspondent  ainsi  des  surfaces 
^6i  se  touchent  en  loîis  les  points  d'une  courbe  C.  Si,  mainte- 
nant, la  courbe  {/n)  engendre  une  surface  [w],  la  surface  (C) 
reste  tangente  à  une  enveloppe  [C|,  qui  touche  cbacime  des 
courbes  C  considérées  en  un  nombre  fini  de  points;  ces  poirits 
seront  les  mômes  i)Our  toutes  les  surfaces  [/» J  tangentes 
entre  elles  en  m. 

22.  On  voit  que,  par  une  transformation  de  contact,  à  une 
surface  ou  à  une  courbe  tangente  à  un^plau  donné  en  un  point 
donné  (ou  encore  à  ce  point  donné  lui-même),  on  fait  corres- 
pondre, suivant  les  cas,  une  surface  ou  une  courbe  admettant 
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des  plans  tang-ents  lixes  en  un  ou  plusieurs  points  fixes.  II  y 
a  donc  lieu  d'envisager,  avec  Sophus  Lie,  l'élément  géomé- 
trique constitué  par  l'ensemble  d'un  [)oint  et  d'un  plan  pas- 
sant par  ce  point  :  on  le  nomme  élément  de  conlacl. 

On  dira  qu'un  élément  de  contact  appartient  à  un  point, 
quand  il  sera  formé  de  ce  point  et  d'un  plan  mené  par  ce 
point;  il  appartiendra  à  luie  courbé  ou  à  une  surface,  <|uand 
il  sera  formé  d'un  point  de  cette  courbe  ou  rie  celte  surface 
et  d'un  plan  la  touchant  en  cf^point. 

On  voit  ainsi  qu'un  point,  une  courbe  ou  une  surface  pos- 
sèdent une  double  infinilé  d'éléments  de  contact;  nous  dirons 
que  ceux-ci  forment  uua  multiplicité.  On  peut  dire,  dès  lors, 
que  : 

Par  une  transformation  de  contact,  à  toutes  les  multipli- 
cités qui  admettent  un  certain  élément  de  contact  commun, 
correspondent  des  multiplicités  auxquelles  appartiennent  un 
ou  plusieurs  éléments  de  contact  fixes. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  après  avoir  indiqué  les  notions  indis- 
pensables sur  les  divisions  honiographi(|ues  el  en  involution, 
nous  étudierons  spécialement  les  transformations  homogra- 
phiques  et  corrélatives,  (jue  nous  appliquerons  à  l'élude  des 
coniques  et  quadratiques.  Nous  nous  occuperons  ensuite  de 
la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciprociues  et  ind^iue- 
rons  quelques  exemples  d'autres  transformations. 
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DIVISIONS    ET    FAISCKAUX    nOMO(;RAPIII0UES. 


Divisions  et  faisceaux  homographiquts  :  23.  Rapport  anharmonique.  — 
24.  Divisions  lic.Tnùgrapl)i(iues.  —  "2'>.  Conservation  du  rapport  anharmoniquo. 

—  2ô.  Divisions  semblables.  —  2?.  Rapport  anharmonique  de  quatre  plans. 

—  28.   Application    aux    quadriques.  —   20.  Divisions   en   perspective.    — 
30-31.  Faisceaux  homographiques.  —32.  Points  doubles.  —33.  Application. 

—  34.  Angle  de  deux  droites. 

Jnfoiuiion  :  3-5.  Divisions  en  involution.  —  36-37.  Faisceaux  en  iuvolution.  — 
38.  Classes  "des  courbes  du  second  degré'.  —  39.  Théorème  de  Frégier.  — 
40.  Rayons  communs  à  deux  involutions. 

Génération  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  degré  :  A\ .  Génération  des 
coniques.  —  42.  Rapport  anharmonique  de  quatre  points  dune  conique.  — 
43.  Orénération  des  quadriques.  —  44.  Cubiques  gauches. 

Divisions  et  faisceaux  homographiques. 

23.  Nous  avons  défini  précédemment  (5)  le  rapport  — - — - 

de  deux  segments  d'une  même  droite;  étant  donnés  quatre 
points  en  ligne  droite,  m,,  m^.  m^  et  /«j,  le  rapport 

ni^m^  '  ni!,m2 

est  appelé  le  rapport  anharmonique  (')  de  ces  quatre  points 
considérés  dans  l'ordre  m^m^^m^m.^  et  se  représente  par  le 
symbole  {m^nin^m^m-^). 


(')  Celte  dénomination  est  due  à  Ghasles  (Aperçu  historique.  Note  1%],  qui 
a  fait  du  rapport  anharmonique  la  base  de  son  Traite  de  Géométrie  supérieure. 
Pappus  (  iv  siècle  après  J.-C.)  avait  déjà  considéré  ce  rapport  et  montré  qu'il 
est  projectif.  {Collections  mathématiques.  Propos.  129.) 
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Dans  le  cas  où  ce  rapport  est  égal  à  —  i ,  on  l'appelle  har- 
monique  et  l'on  dit  que  les  points  m^  el  m^  divisent  harnio- 
niquementle  segment  /n,mj.  Contune  on  a  évidemment 

les  points  m^  et  m^  divisent  aussi  harmoniquement  le  seg- 
ment m^m,,. 

Étant  donnés  trois  points  en  ligne  droite,  «,  b  et  c,  il  est 
bien  éviden?  qne  la  donnée  du  rapport  {abcni)  =  k  définit  la 
position  d'un  point  m  sur  la  droite  abc,  et,  réciproquement, 
à  tout  point  m  de  cette  droite  correspond  une  valeur  de  k. 
Quand  le  point  m  coïncide  avec  les  points  a,  b  ou  c,  k  prend 
une  valeur  infinie,  nulle  ou  égale  à  l'unité.  Enfin  le  point  à 

l'infini  de  la  droite  correspond  à  la  valeup-y  de  k. 

2'î.  On  dit  qu'il  existe  une  relation  ho nio graphique  entre 
deux  variables,  réelles  ou  complexes,  k  et  /,',  quand  celles-ci 
sont  \\ée.%  algébriquement^  de  sorte  qu'à  toute  valeur  de  l'une 
corresponde  une  valeur  unique  de  l'autre.  Cette  relation 
algébrique  doit  donc  contenir  /.■  et  k'  au  premier  degré,  c'est- 
à-dire  être  de  la  forme 

akk'  -f-  bk  -\-  ck'  -+-  dzzzo, 

les  coefficients  éliuit  réels  ou  imaginaires-  Trois  seulement 
de  ces  coefficients  sont  distincts  :  une  relation  hon^ogra- 
phique  se  trouve  donc  déterminée  par  la  donnée  de  trois 
couples  de  valeurs  corres]K)ndanles  de  /.•  et  de  k'. 

Si  A' et  A'  (iéfinissent,  |Coinme  nous  venons  de  l'indiquer 
(23),  sur  deux  droites  U  et  D'  les  i>ositions  de  deux  points  m 
et  m',  on  dit  que  ces  points  déterminent  sur  les  bases  D  el  D' 
deux  divisions  honiographiifites,  et  les  points  ni  el  m'  son! 
dits  homologues. 

25.  Cela  posé,  soient  a,  b,  v  trois  points  quelconques  de 
la  droite  1);  a','b\  c'  trois  i)oinls  quelconques  de  la  droite  D'; 
enfin  m  et  m'  deux  points  varitijjles  sur  ces  droites,  tels  que 
les  rapports'  anharmoniques  {abcm)  et  {a' b' c' m')  soient 
égaux.   La  r'elation  entre  ces  rapports  étant  homographique. 
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les  points  m  et  m  formcnl  deux  divi>ioris  homographiqufcS. 
dans  lesquelles  se  correspondenl  h's  poinis  a  et  a\  b  et  h' ,  ç 
et  c',  ces  couples  de  points  hornolojiriies  éiant  obl^^niis  (n  "23) 
lorsque  les  deux  rapports  anliarrnoiiiqiios  considérés  devien- 
nent infinis,  nuls  ou  égaux  à  l'unité.  La  correspondance 
homofiraphique  {m, ni)  est  dont  celle  qui  se  trouve  délinie 
(n"  24)  par  la  donnée  des  trois  couples  aa' ,  hb'  et  ce  de 
points  homologues,  et  l'on  a  ce  ihéoremc  : 

Dans  deux  divisions  honiof^rnphirjws,  deux  groupes  homo- 
logues de  quatre  points  ont  même  rapport  anharmonique . 

26.  Le   point  à   l'infini   de  I),   qui   correspond  (n"  '23j  à  la 

cet 
valeur  —  du  rapport  {abcm),  a,  en  général,  pour  homologue 

un  point  à  distance  finie  sur  D  ,  à  moins  que  l'on  n'ait 

c'  a' ca 

W^Tb' 

On  voit  donc  que  deux  divisions  honiog raphiq ues  oit  tes 
points  à  l'infini  se  correspondent  sont  des  divisions  sem- 
blables. 

27.  On  oblient  un  exemple  très  simple  de  divisions  homo- 
graphiques  de  la  manière  suivante  :  Étant  données  trois 
droites,  D,  D'  et  A,  faisons  se  correspondre  sur  0  et  D'  les 
points  m  et  m'  où  ces  droites  rencontrent  un  jjlan  variable 
issu  do  A.  A  tout  point  m  ne  correspond  qu'un  point  m'  et 
réciproquement  ;  les  points  m  et  m'  déterminent  donc  sur  D 
et.  D'  deux  divisions  homograpliiques. 

On  voit  ainsi  (n°  ^fi  que  le  rapport  anharmonique  des  qu;jtre 
points  où  la  droite  I)  rencontre  quatre  plans  menés  par  A 
est  égal  n  relui  des  quatre  points  où  ces  plans  coupent  une 
autre  droite  quelconque,  D'  ;  autrement  dit  : 

Ae  rapport  anharmonique  des  quatre  points  où  quatre 
plans  issus  d  une  même  droite  rencontrent  une  transversale 
quelconque  est  constant. 

On   appelle  ce   rapport   anharmonique   le   rapport  anhar- 

D.  2 
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monique  des  quatre  plans  :  il  n'est  d'ailleurs  bien  défini 
que  si  l'on  considère  les  quatre  pians  dans  un  ordre  bien 
déterminé.  C'est  aussi  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
droites  concourantes  suivant  lesquelles  ces  quatre  plans 
coupent  un  plan  quelconque. 

28.  Si  1),  D'  et  A  sont  trois  génératrices  d'un  même  sys- 
tème d'une  surface  du  second  degré,  les  droites  mm'  qui 
rencontrent  ces  trois  droites  engendreront  cette  surface.  On 
voit  ainsi  que  : 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  où  quatre 
génératrices  d'un  même  système  rencontrent  une  génératrice 
quelconque  de  l'autre  système  est  constant  ('). 

Le  pian  mm' ^  est  d'ailleurs  tangent  à  la  surface  consi- 
dérée au  point  p.  où  mm'  coupe  A;  à  tout  point  jjl  de  A  corres- 
pond ainsi  un  pian  tangent  passant  par  p.  ;  le  rapport  anhar- 
monique de  quatre  points  \x  étant,  d'après  le  théorème  pré- 
cédent, égal  à  celui  des  quatre  points  m  correspondants,  on 
voit  ainsi  que  : 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  plans  tangents  menés 
par  une  même  génératrice  est  égal  à  celui  des  quatre  points 
de  contact. 

•29.  Supposons  maintenant  que  les  droites  D  et  D'  soient 
dans  un  même  pian:  la  droite  mm,'  passe  alors  par  un  point 
(ixe,  celui  où  ce  plan  coupe  la  droite  A.  Il  faut  remarquer 
que,  dans  ce  cas,  le  point  commun  aux  deux  bases  coïncide 
avec  son  propre  homologue. 

Iléciproquement,  considérons  deux  divisions  homogra- 
pliiques,  dont  les  bases  D  et  D'  concourent  en  un  point  a, 
qui  est  à  lui-même  son  homologue.  Soient  b,  b'  ei  c,  c'  deux 
autres  couples  de  points  homologues,  et  soit  oo  le  point  où  se 
coupent  les  droites  bb'  et  ce.  Les  points  m  et  m',  où  une 
transversale  menée  par  w  coupe  D  et  D',  forment  sur  ces 
droites  deux  divisions  homographiques,  où  se  correspondent 


(^)  Chasles,   Aperçu  historique,   Note  IX. 
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b  el  b' ,  c  et  c'.  a  coincidanl  avec  son   homologue  :   ce   sont 
donc  les  deux  divisions  considérées. 
On  on  déduit  que  : 

Lorsque  deu.r  points  homologues  de  deux  divisions  homo- 
graphiques  coïncident,  la  droite  qui  joint  deux  points  homo- 
logues quelconques  passe  par  un  point  fixe. 

De  cette  propriété  résulte  immédiatement  que  : 

Étant  données  trois  divisions  homographiques  portées  par 
des  bases  concourant  en  un  même  point,  avec  lequel  coïncident 
trois  points  homologues^  le  plan  déterminé  par  trois  points 
homologues  quelconques  passe  par  une  droite  fixe. 

30.  Au  lieu  de  faire  se  correspondre  liomo^raphiquement 
les  points  de  deux  droites,  on  peut  considérer  aussi  des  cor- 
respondances homographiques  entre  les  plans  menés  pa 
deux  droites.  A  tout  plan  mené  par  une  droite  A,  correspondra 
un  seul  plan  mené,  par  une  droite  A'  cl  réciproquement: 
on  ohtieniiia  alors  ce  qu'on  appelle  deux  faisceaux  homo- 
graphiques de  plans. 

L'étude  des  faisceaux  homographiques  se  ramène  à  celle 
des  divisions  homographiques  :  considérons,  en  eiïet,  deux 
'.droites  quelconques  D  el  D'  ;  soient  m  un  point  de  D,  et  m' 
le  point  où  D'  coupe  le  plan  homologue  du  plan  Am,  mené 
par  A';  ces  points  m  et  m'  se  correspondent  homographique- 
menl  sur  D  et  D'. 

Les  faisceaux  homographiques  présentent  donc  des  pro- 
priétés analogues  à  celles  des  divisions  homographiques.  On 
voit,  par  exemple,  que  :  ^ 

Le  rapport  anharnionique  de  quatre  plans  d' un  faisceau 
est  égal  à  celui  des  quatre  plans  homologues  dans  un  faisceau 
homo  graphique. 

3L  Les  traces  sur  deux  plans,  distincts  ou  confondus,  de 
deux  faisceaux  homographiques  de  plans,  délerminenl  deux 
faisceaux  homographiciues  de  droites. 

Soient,  dans  un  plan,  A  une  droite,  et  a  et  a'  deux  points 
quelconques  ;   m  désignant   un   point   quelconque  de   A,  les 


20  CIIAP.    H.    DIVISIONS    ET    F.AISCFAUX    HOMOGHAPIIIQUES. 

droites  am  et  a'm  engendrent  deux  faisceaux  homographi- 
ques  ;  car,  à  toute  droite  menée  par  l'un  des  points  a  ou  a 
n'en  correspond  qu'une  menée  par  l'auire.  D'ailleurs,  la 
droite  aa'  se  correspond  évidemment  à  elle-même. 

Uéciproquement,  si,  dans  deux  faisceaux  homographiques 
de  droites,  situées  dans  un  même  plan,  deux  rayons  homo- 
logues coïncident,  les  points  d'intersections  des  autres  rayons 
homologues  sont  en  ligne  droite. 

On  démontrera  ce  théorème  d'une  manière  analogue  à 
celui  du  n"  29;  ce  sera,  pour  nos  lecteurs  novices,  un  exer- 
cice utile  et  d'ailleurs  facile. 

J)e  ce  théorème,  on  déduit  immédiatement  que  : 

Lorque  deux  plans  homologues  de  deux  faisceaux  homo- 
graphiques coïncident,  la  droite  commune  à  deux  plans 
homologues  quelconques  décrit  un  plan ,  qui  passe  par  le  point 
commun  aux  deux  arêtes. 

Par  suite  : 

Étant  donnés  trois  faisceaux  homographiques  de  plans, 
dont  les  arêtes  sont  dans  un  même  plan,  avec  lequel  coïncident 
trois  plans  homologues,  le  point  d'intersection  de  trois  plans 
homologues  quelconques  décrit  une  droite. 

32.  Deux  divisions  homographiques  peuvent  avoir  la 
même  base  ;  soient,  dans  ce  cas,  m  et  m'  deux  points  homo- 
logues, et  p  et  p'  les  paramètres  qui  définissent  leur  position 
sur  la  droite  :  pet  p'  sont  liés  par  une  rolaiion  homographique; 
si  l'on  y  fait  p'  =  p,  on  obtient  une  équation  du  second 
degré  d*it  chaque  racine  fournil  un  point  m  coïncidant  avec 
son  homologue.  Ainsi  : 

Dans  deux  divisions  homographiques  de  même  hase,  il 
existe  deux  points  qui  coïncident  avec  leurs  homologues. 

On  les  nomme  points  doubles  de  l'homographie  considérée. 

Saienl  donc  a  ei  b  les  points  doubles  d'une  homographie, 

c  el  c',  m  et  m'  deux  couples  de  points  homologues  :  on   a 

(n"  25) 

(abcm)  =  {abc'm'), 
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d'oH  l'on  clôduil 

{ah/nm')  =  {rthcc'). 

Ainsi,  A'  rapport  anharmoni'jiie  {nhnini')  cal  conslanl. 

33.  Kianl  (ioimées  deux  surfaces  du  second  deiçré  (j  et  O', 
admeliaiil  une  j^cnéralrice  commune  A,  loul  plan  mené  par 
cette  droite  louche  respectivement  Q  cl  Q)'  en  deux  points  m 
et  m' ,  lels  que  l'un  d'eux  étant  donne,  l'autre  se  trouve  déter- 
miné :  ces  points  forment  donc  sur  A  deux  divisions  homo- 
grapliiques.  Leurs  points  doubles  correspondront  h  deux 
plans  qui  loucheront  chj.    m  Q  et  Q'  au  même  point.  Ainsi  : 

Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  ont  une  <>éné- 
ratrice  commune^  elles  se  touchent  en  deux  points  de  cette 
droite. 

34.  Aux  propriétés  des  divisions  homographiques  de  même 
base  en  correspondent  d'analogues  des  faisceaux  homogra- 
phiques de  môme  arête  et  on  les  démontre  de  môme. 

Ainsi,  deux  faisceaux  homographiques  de  droites,  qui  ont 
le  même  sommet  et  sont  dans  un  même  plan,  possèdent  deux 
rayons  doubles,  réels  ou  imaginaires. 

Considérons,  par  axemple,  un  angle  réel  de  grandeur 
donnée,  qui  tourne  dans  son  plan  autour  de  son  sommet  : 
ses  deux  côtés  sont  homologues  dans  deux  faisceaux  homo- 
graphiques de  même  sommet,  car,  l'un  étant  donné,  l'autre 
s'en  déduit.  Ces  faisceaux  ont  deux  rayons  doubles,  qui  sont 
donc  tels,  d'après  leur  définition  même,  que  chacun  d'eux 
fasse  avec  lui-même  un  angle  égal  à  l'angle  donné.  Or, 
soient  m  et  ni'  les  coefficients  angulaires  de  deux  rayons 
homologues,  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  menés 
par  le  sommet  des  faisceaux  :  ils  sont  liés  par  la  relation 

rn  —  /n'=  (i  -f-  mm')k, 

k'  désignant  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  donné. 
Des  coefficients  angulaires  des  rayons  doubles  sont  donc  les 
racines  de  l'équation 

I  -l-  m*  =  o. 

Ces  rayons  sont  donc  indépendants  de  la  grandeur  de  l'angle 
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donné  ;  on  les  appelle  droites  isotropes,  et  leurs  points  à 
l'infini,  sont  appelés  les  ombilics  ou  les  points  cycliques 
du  plan;  ce  sont,  comme  on  voit,  deux'  points  imaginaires 
conjugués. 

D'après  ce  qui  précède  (n"  32)  le  rapport  anharmonique  de 
deux  droites  isotropes  et  de  deux  droites  réelles  faisant  un 
angle  donné  ne  dépend  que  de  la  grandeur  de  cet  angle;  on  le 
vérifie  aisément,  car  ce  rapport  anharmonique  a  évidemment 
pour  valeur 


m  -\- 1     m  -\-  i 
ou,  en  posant 

/?i  :=:  tangoj,         /«'=:  tango)', 
sinw  —  fCOSGj  sinco'+ icosoj' 


sino)  -4-  i  cosol)  sino)  —  i  cosw 


=  e' 


en  désignant  par  V  l'angle  considéré. 

Celte  propriété,  indiquée  pour  la  première  fois  par 
Laguerre  (•),  permet  de  définir  l'angle  de  deux  droites 
quelconques,  dont  le  plan  est  réel  ou  imaginaire.  En  effet, 
puisque  sur  toute  droite  réelle  du  plan  de  l'infini  se  trou- 
vent deux  points  cycliques,  le  lieu  de  ceux-ci  est  une  courbe 
du  second  degré,  qu'on  désigne  sous  le  nom  d'ombilicale 
ou  de  cercle  de  l'infini.  \]n  plan  imaginaire  quelconque  coupe 
cette  courbe  en  deux  points,  qui  sont  les  points  cycliques  de 
ce  plan,  et  qui  en  définissent  les  droites  isotropes.  Enfin 
l'angle  de  deux  droites  d'un  plan  se  déduit  de  la  valeur  du 
rapport  anharmonique  de  ces  droites  et  des  droites  isotropes 
de  leur  plan. 

•  Involution. 

35.  D'après  la  définition  même  des  divisions  homographi- 
ques,  deux  divisions  homographiques  à  une  troisième  sont 
homographiques  entre  elles.  Soient  en  particulier  deux  divi- 
sions homographiques  (i)  et  (2),  de  même  base,  ayant  pour 
points  doubles  a  et  6.  Soit  m'  le  point  homologue  dans  (2) 
d'un  point  quelconque  m  de  (i),  et  soit  m"  le  point  qui  cor- 

(  ')  LAciUERRL:,  Note  sur  la  théorie  des  foyers  (  Nouv.  Ann.  de  Mallt.,  i853  ). 
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respond  dans  (2)  au  point  m'  considéré  comme  un  point  de  la 
division  (i)  :  les  points  m  et  m"  déterminent,  d'après  la 
remarque  précédente,  deux  divisions  homographiques,  dont 
a  z\h  sont  évidemment  les  points  doubles.  En  général,  le 
point  m"  ne  coïncide  pas  avec  m;  priais,  si  m  et  m"  se  confon- 
dent pour  une  position  de  m  autre  que  a  et  b,  il  en  sera  ainsi 
quel  que  soit  m,  car  m  et  m"  engendrent  alors  deux  divisions 
homographiques  ayant  trois  points  doubles,  et,  par  suite 
(n''24),  confondues. 

On  dit,  dans  ce  cas,  que  les  divisions  (i)  et  (2)  forment 
une  invoLution  (');  les  points  m  et  m'  sont  alors  réciproques. 

D'après  cette  définition,  une  im'otution  est  déterminée  par 
deua  couples  de  points  homologues,  car  une  involution  qui 
admet  pour  couples  de  points  homologues  m,  m'  et  n,  n' 
n'est  autre  que  l'homographie  telle  que  les  points  /n,  m'  et  n 
aient  pour  homologues  les  points  m\  m  et  n' ;  elle  eSt  donc 
bien  déterminée  par  ces  conditions  (n"  24). 

Si  m  et  m'  sont  deux  points  homologues  d'une  involution 
de  points  doubles  a  et  b,  on  aura  (n"  32) 

{abmm')  :=  {abni  m) 
ou 

[abmm')  =:  —  i. 

Donc  (n°23)  : 

Deux  points  homologues  dans  une  involution  sont  conju- 
gués harmoniques  par  rapport  aux  points  doubles. 

On  en  déduit  que  le  point  à  Tinlini  a  pour  homologue  le 
milieu  0  du  segment  limité  par  les  points  doubles;  en  dési- 
gnant par  00  le  point  à  l'infini,  on  a  donc 

(maOoc)  =  (m'aooO) 
ou 


ce  qu'on  peut  écrire 


;■  )  La  théorie  de  V involution  est  due  à  Chasles,(y^yr>erfM  A<sfo/-f^«e,  NoteX). 
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M.  Aux  propriélés  des  divisions  en  involiition  correspon- 
dent des  propriétés  des  faisceaux  de  plans  ou  de  droites  en 
involution.  Par  exemple  : 

Deux  rayons  homologufs  d' une  involution  de  droites  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  rayons  doubles. 

Les  côtés  d'un  angle  droit  qui  pivule  autour  de  son  sommet 
engendrent  deux  faisceaux  en  involution;  car  ces  côtés,  qui 
se  correspondent  homograpbiquement  (  n°  34),  sont  évidem- 
ment réciproques.  Les  rayons  doubles  de  cette  involution 
sont  encore  les  droites  isotropes  issues  du  sommet  de  l'angle 
droit.  Par  suite  : 

Deux  droites  rectangulaires  sont  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  aux  droites  isotropes  de  leur  plan,  issues  de  leur 
point  commun. 

Autrement  dit  : 

Les  points  à  l'infini  de  deux  droites  rectangulaires  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  cycliques. 

37.  Les  côtés  d'un  angle  qui  admet  des  bissectrices  don- 
nées engendrent  aussi  deux  faisceaux  en  involution,  dont  les 
rayons  doubles  sont  évidemment  les  deux  bissectrices  don- 
nées. Réciproquement,  lorsque  les  rayons  doubles  d'une 
involution  sont  rectangulaires,  ils  sont  les  bissectrices  de 
l'angle  formé  par  deux  rayons  homologues  quelconque^.  Les 
droites  isotropes  issues  du  sommet  des  faisceaux  sont  homo- 
logues dans  cette  involution,  puisqu'elles  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  rayons  doubles  rectangulaires. 

On  voit  ainsi  que  : 

Lorsque  les  droites  isotropes  sont  homologues  dans  une 
involution  de  droites,  deux  rayons  homologues  quelconques 
sont  également  inclinés  sur  deux  droites  rectangulaires  jixes. 

38.  On  obtient  une  involution  de  droites  de  la  manière 
suivante  : 

Soient  : 

a  un  point  d'une  courbe  du  second  degré  C: 
w  un  point  quelconque  du  plan; 
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enfin /«  et  m' les  points  où  C  rencontre  une  sécante   quel- 
conque issue  de  w. 

A  toute  droite  am  ne  correspond  évidemment  qu'une  droite 
am'  (en  supposant  que  C  ne  se  compose  p.is  de  deux  droites), 
et  ces  droites  sont  réciproques;  par  suite,  elles  forment  une 
involution.  Celle-ci  admet  deux  rayons  doubles,  ay.  et  a^, 
qui  coupent  C  en  a  et  en  (3,  et  les  droites  oja  et  w|5  sont  évi- 
demment tangentes  en  ces  points  à  C;  ce  sont  d'ailleurs  les 
seules  tangentes  à  C  issues  de  &>,  car  une  involution  n'admet 
que  deux  rayons  doubles.  Ainsi  : 

Une  courbe  du  second  degré  est  aussi  de  la  seconde  classe  ('). 

30.  Toute  involution  de  droites  peut  être  obtenue  comme 
la  précédente;  aulrement  dit  : 

La  corde  interceptée  sur  une  courbe  du  second  degré,  C, 
par  deujr  rayons  homologues  d'une  involution  de  droites 
issues  d'un  point  a  de  C.  passe  par  un  point  fixe. 

Soit,  en  effet,  <ù  le  point  d'intersection  de  deux  positions 
nini'  cl  nn'  de  la  corde  considérée;  les  droites  qui  joignent  a 
aux  points  où  C  rencofïtre  une  sécante  quelconque  issue  de  w 
forment,  d'après  ce  qui  précède,  une  involution,  qui  coïncide 
avec  l'involulion  considérée,  puisqu'elle  a  en  commun  avec 
elle  les  deux  couples  dé  rayons  homologues  am.  am'  et  an, 
an'.  Le  point  GO  se  trouve  évidemment  sur  le  rayon  homologue 
de  la  tangente  en  a  à  C. 

En  particulier,  si  l'involulion  considérée  est  formée  do 
droites  rectangulaires,  la  corde  interceptée  passe  par  un 
point  fixe  de  la  normale  en  a,  théorème  dû  à  Frégier  ("-)._ 

Supposons  que,  dans  ce  dernier  cas,  la  conique  C  ait  ses 
asymptotes  rectangulaires  :  la  droite  de  l'iniini  étant  alors  uno 
des  positions  de  la  corde  interceptée  par  les  côlés  d'un  angle 


(')  D'après  une  dénomination  due  à  Geigonne,  la  classe  d'une  courbe  repré- 
sente le  nombre  des  tangentes  menées  d'un  jjoint  à  cette  courbe.  Celle  dune 
surface  est  de  même  le  nombre  des  plnns  tangents  menés  à  cette  surface  par 
une  droite. 

(^)    Annales  de  Mathématiques,    1816. 


20  CHAP.    II.    —    DIVISIO>fS    ET    FAISCEAUX    HOMOGRAPHIQUES. 

droit  de  sommet  a,  le  point  de  Frégier  est  le  point  à  l'infini 
de  la  normale  eii  a;  autrement  dit,  la  corde  interceptée  reste 
constamment  parallèle  à  cette  normale.  On  en  déduit  que  : 

Les  cercles,  admettant  pour  diamètres  les  cordes  d'une 
hyperbole  équilatère  parallèles  à  une  même  direction^ 
passent  par  les  points  de  l'hyperbole  où  les  normales  ont 
cette  direction  (  '  ). 

4.0.  Du  premier  théorème  du  paragraphe  précédent  on 
déduit  que  deux  involutions  de  même  sommet  ont  en  com- 
mun un  couple  de  rayons  homologues,  qu'on  obtient  en  joi- 
gnant le  sommet  a  des  faisceaux  aux  points  où  la  conique  C 
considérée  coupe  la  droite  coco',  co  et  w'  désignant  les  deux 
points  fixes  qui  correspondent  aux  deux  involutions. 

En  particulier,  il  existe  toujours  dans  une  involution  un 
couple  de  rayons  homologues  rectangulaires,  qui  sont  les  bis- 
sectrices de  l'angle  formé  par  les  rayons  doubles. 

Génération  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  degré. 

41.  Nous  avons  étudié  précédemment  (n°31)  le  lieu  des 
points  communs  aux  rayons  homologues  de  deux  faisceaux 
homographiques  situés  dans  un  même  plan,  et  dont  deux 
rayons  homologues  coïncident.  Si  celte  dernière  condition 
n'est  plus  remplie,  le  lieu  en  question  devient  une  courbe  du 
second  degré. 

Soient,  en  effet,  /jt.  et  [tJ  les  points  où  deux  rayons  homo- 
logues des  deux  faisceaux  coupent  une  droite  quelconque,  A, 
de  leur  plan  :  ils  déterminent  deux  divisions  homographiques 
de  même  base.  Le  point  m,  commun  aux  deux  rayons  homo- 
logues, ne  peut  donc  setrouver  sur  A  que  si  fx  et  \x'  coïncident 
tous  deux  avec  un  des  points  doubles  de  ces  deux  divisions. 
La  courbe  {m)  coupe  donc  A  en  deux  points  ;  ainsi  : 

Le  lieu  des,  points  communs  aux  rayons   homologues   de 


(')  Cette   remarque   permettait    de   résoucire  aisément    le    problème   proposé 
en  1892  au  concours  d'admissiou  à  l'PJcole  Polytechnique. 
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deux  faisceaux    homo graphiques  d'un    même  plan   est   une 
courbe  du  second  degré  (  '  ). 

Celle  courbe  passe  évidemment  par  les  sommels  a  el  a'  de 
ces  faisceaux,  car  au  rayon  aa'  du  faisceau  de  sommel  a  cor- 
respond un  rayon  a' t'  issu  de  a',  et  ces  deux  rayons  homo- 
logues se  coupent  en  a'.  Comme  la  droite  a  t'  est  d'ailleurs 
la  position  vers  laquelle  tend  le  rayon  a' m,  quand  le  rayon  ani 
tend  vers  aa',  celte  droite  est  tangente  en  a'  à  la  courbe  {ni). 

Kéciproquetnenl,  a  et  a'  étant  deux  points  quelconques 
d'une  courbe  du  second  degré,  el  m  un  point  variable  sur  cette 
courbe,  les  rayons  am  et  a' m  engendrent  deux  faisceaux 
homographiques  ;  en  effet,  l'un  de  ces  rayons  étant  donné, 
l'autre  se  trouve  bien  déterminé.  Si  donc  on  connall,  outre  a 
et  a',  trois  points  quelconques  de  la  courbe  du  second  degré, 
celle-ci  se  trouvera  déterminée,  puisque  l'on  connaîtra  trois 
couples  de  rayons  homologues  dans  'es  deux  faisceaux.  On 
voit  ainsi  que  : 

Cinq  points  déterminent  en  général  une  courbe  du  second 
degré. 

42.  Ainsi  m,,  mj,  m^  et  m.^  désignant  quatre  points  d'une 
courbe  du  second  degré,  et  a  et  a'  deux  autres  points  quel- 
conques de  cette  courbe,  les  rayons  a'/n,,  a'm^,  a'm^  et  a'm., 
correspondent  homographiquement  aux  rayons  am^,  am-i,  am^ 
et  am^;  on  a  donc 

a' {nii  m^nism:,)  =r  a(/>t,m2/W3  wit). 

Autrement  dit  : 

Le  rapport  anharnionique  des  quatre  droites,  qui  Joignent 
à  quatre  points  fixes  d' une  courbe  du  second  degré  un  point 
variable  de  cette  courbe,  est  constant. 

On  peut  donc  l'appeler  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  fixes  sur  la  courbe  du  second  degré. 

Supposons  que  m-^  et  w^  soient  les  points  cycliques;  de 

(')  Ghasles,  Aperçu  historique,  Note  XV. 
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la  constance  du  rapport  anharmonique  a{mym^m:^m,^)  résulte 
alors  (n°  34)  l'invariabilité  de  l'angle  miam^;  nous  voyons 
donc  que  : 

Lorsqu'une  courbe  du  second  degré  passe  par  les  points 
cycliques^  les  droites  qui  joignent  deux  points  fixes  de  cette 
courbe  à  un  point  qui  la  décrit  font  entre  elles  un  angle  fixe. 

C'est  une  propriété  qui  appartient,  comme  on  sait,  aux 
cercles  étudiés  en  Géométrie  élémentaire,  et  peut  servir  à  les 
définir.  Nous  désignerons  donc  sous  le  nom  de  cercle  toute 
courbe  du  second  degré  passant  par  les  points  cycliques. 

43.  Si,  au  lieu  de  considérer  dans  un  plan  deux  faisceaux 
homograpHiques  de  droites,  on  considère  dans  l'espace  deux 
faisceaux  homographiques  de  plans,  la  démonstration  du  n°  41 
permet  de  voir  que  ia  surface  engendrée  par  la  droite  com- 
mune aux  plans  homologues  de  ces  faisceaux  rencontre  géné- 
ralement en  deux  points  une  droite  quelconque  de  l'espace. 
Par  suite  : 

La  droite  commune  aux  plans  hom.ologues  de  deux  fais- 
ceaux homographiques  engendre  en  général  une  surface  du 
second  degré. 

Si  D  et  D'  désignent  deux  droites  quelconques,  et  m  un 
point  variable  sur  une  troisième  droite  A,  les  pians  Dm  et 
D'm  se  correspondent  évidemment  homographiquement.  La 
surface  engendrée  par  leur  droite  commune  contient  évidem- 
ment les  trois  droites  D,  D' et  A.  On  obtient  donc  le  théorème 
suivant,  qui  complète  les  résultats  trouvés  précédemment 
(nMl): 

//  existe  généralement  une  surface  du  second  degré  conte- 
nant trois  droites  données  arbitrairement. 

44.  On  désigne  sous  le   nom  de  cubique  gauche  (')  une 


{ '  )  Les  ciihii|ues  gauches  sont  étudiées  par  Chasles  dans  la  Note  XXXIII  de 
V Aperçu  historique,  et  dans  les  Comptes  rendus  en  1837. 
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courbe  algél)rirjue  qui   coupe  en  liois  poinls  (jm  phin  quel- 
conque. 

De  celle  définilion  résulte  immédiatement  (juc  >i  deux  sur- 
faces du  second  degré  ont.une  gén«''ra(iice  coiuuiunc,  le  resie 
de  leur  iulei'seclion  est  une  cubique  gauche,  puis(|ue  (n"  12) 
il  existe  dans  un  plan  quelconque  quatre  points  communs 
aux  deu\  qnadriques,  dont  l'un  appartient  à  la  généra  ni  ce 
comnnine. 

Tout  plan  P,  passant  par  celle  génératrice  commune  IJ, 
coupe  chacune  des  deux  quadriques  suivant  une  autre  droite; 
le  point  commun  aux  deux  droites  ainsi  obtenues  est  le  seul 
point  du  i)lau  P,  commun  aux  deux  quadriques  et  extérieur 
à  la  droite  D  :  celle-ci  est  donc  nécessairement  une  corde  de 
la  cubique.  Elle  la  rencontre  aux  deux  points  où  les  qua- 
driques se  touchent. (n°  3:î). 

Soient  a,  b,c  trois  poinls  fixes  d'une  cubique  gauche,  et  m 
un  point  variable  sur  cette  courbe.  Les  trois  plans  déterminés 
par  le  point  m  et  les  côtés  du  triangle  abc  engendrent  trois 
faisceaux  homographiques.  car  à  tout  plan  de  l'un  des  fais- 
ceaux n'en  correspond  évidemment  qu'un  dans  chacun  des 
deux  autres.  Si  l'on  cennaît  trois  positions  du  point  m  ces- 
trois  faisceaux  homograpbiques  se  trouveront  déterminés, 
puisque  l'on  aura  trois  plans  homologues  dans  chacun  d'eux; 
par  suite  : 

Une  cubique  gauche  est  déterminée  par  six  points. 

Réciproquement  : 

Le  point  commun  aux  plans  homologues  de  trois  faisceaux 
homographiq ues  de  plans  décrit  une  cubique  gauche. 

Soient,  en  effet,  A,  B,  C  les  arêtes  des  trois  faisceaux  con- 
sidérés; le  lieu  cherché  appartient  à  la  surface  du  secontl 
degré  engendré  (n°  43)  par  rintersection  des  plans  homo- 
logues des  faisceaux  A  et  B,  ainsi  qu'à  celle  qui  correspond 
aux  faisceaux  A  et  C.  Ces  deux  surfaces  ayant  en  commun 
l'arête  A,  le  reste  de  leur  intersection  est  une  cubique  gauche, 
ce  qui  démontre  le  théorème.  Il  y  a  exception  si,  les  arêtes  À. 
B  et  C  étant  dans  un  même  plan,  ce  plan  coïncide  avec  trois 
plans  homologues  :  le  point  commun  à  trois  plans  homologues 
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quelconques  décrit  alors  (n°31)une  droite;  il  peut  encore 
décrire  une  conique,  dans  le  cas  particulier  où,  dans  deux 
des  faisceaux  envisagés,  deux  plans  homologues  coïncident. 
On  peut  remarquer  qu'ii  existe  une  surface  du  second  degré 
contenant  une  cubique  gauche  et  deux  quelconques  de  ses 
cfordes  :  elle  se  trouve  engendrée  par  l'intersection  des  plans 
déterminés  par  ces  cordes  et  par  un  point  variable  sur  la 
cubique. 

Une  cubique  gauche  coupe  généralement  en  six  points  une 
surface  du  second  degré  arbitraire. 

Soit,  en  effet,  A  une  corde  quelconque  d'une  cubique 
gauche  F;  il  existe  plusieurs  quadriques  conlenant  à  la  fois 
cette  corde  et  la  cubique  :  considérons-en  deux.  Elles 
admettent  (  n»  12)  huit  points  en  commun  avec  une  quadrique 
quelconque  Q.  Deux  de  ces  points  sont  évidemment  ceux  où 
la  droite  A  coupe  la  quadrique  Q,  et  les  six  autres  sont  com- 
muns à  cette  quadrique  et  à  F. 

On  en  déduit  que,  si  trois  quadriques  ont  une  génératrice 
commune  K^  elles  n'ont  en  général  que  quatre  points  com- 
muns en  dehors  de  cette  droite;  car  la  cubique  commune  aux 
deux  premières  coupe  la  troisième  en  six  points  dont  deux, 
sont  sur  la  droite  A. 
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TRANSFOilMATTONS    HOMOGRAPHIQUES    ET    CORRÉLATIVES. 


Transformations  homographiqucs  :  45-48.  Définition  et  propriétés  générales.  — 
48.  Iloningrapliie  plane.  —  49.  Figures  en  perspective.  —  50.  Figures  homo- 
logiques  planes.  —  51.  Points  doubles.  —  5"2.  Homographie  dans  l'espace. 
—  53.  Honiolofçié.  —  54-55.  Cas  particuliers  de  l'homographie.  —  56.  Points 
doubles.  —  57.  Coniques  homographiques.  —  58.  Expression  analytique. 

Transformations  corrélaiii'es  :  59.  Définition  et  propriétés  générales.  — 
60.  Détermination  d'une  corrélation.  —  61.  Groupe  homographique  et  corré- 
latif. —  62.  Points  doubles  Hc  deux  corrélations.  —  63.  Expression  analy- 
tique. —  64.  Classe  des  surfaces  du  second  degré.  —  65.  Applications. 


Transformations  homographiques. 

•Vo.  Dans  le  Chapitre  précédent,  nous  avons  considéré  des 
figures  formées  de  points  en  ligne  droite,  ou  de  plans  menés 
par  une  même  droite,  et  se  correspondant  point  par  point,  ou 
plan  par  plan.  Nous  allons  étudier  niaintenani  une  correspon- 
dance ponctuelle  de  deux,  figures  quelconques  de  l'espace, 
lelle^ue  ces  figures  se  correspondent  k  la  fois  point  par  point 
et  plan  par  plan,  de  telle  sorte  qu'à  tout  point  ou  à  tout  plan 
de  l'une  ne  corresponde  qu'un  point  ou  qu'un  plan  de  l'autre  ; 
on  dit  alors  que  ces  figures  correspondent  homographi- 
quement  :  c'est,  par-  exemple,  le  cas  de  deux  figures  sem- 
blables.   • 

D'après  cette  définition,  à  la  droite  commune  à  deux  plans 
de  l'une  des  figures  correspond  la  droite  commune  aux  deux 
[)lans  homologues  de  l'autre;  ainsi,  à  une  droite  correspond 
une  droite. 

A  tout  point  m  d'une  droite  D  de  la  première  figure,  cor- 
respond un  point  m'  de  i^droite  homologue  D'  de  la  seconde 
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figure,  et  réciproquement  :  les  points  m  et  m'  forment  donc 
sur  D  et  D'  deux  divisions  homographiques.  On  en  déduit 
immédiatement  (n°  25)  que  : 

Etant  données  deux  figures  homographiques.  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite  de  V une  des 
figures  est  égal  à  celui  des  quatre  points  homologues  de 
l'autre. 

Pour  une  raison  analogue,  une  transformation  homogra- 
phique  n'altère  pas  le  rapport  anharmonique  de  quatre  plans 
d'un  faisceau. 

4.6.  Soit  S  une  surface  de  degré  m,  dans  la  première  figure  : 
une  droite  D  la  coupe  (n°8)  en  m  points;  ceux-ci  ont  pour 
homologues  m  points  de  la  droite  D',  qui  sont  les  points  com- 
muns à  cette  droite  et  à  la  surface  S'  :  cette  dernière  est 

donc,  comme  S,  de  degré  m.  Par  suite  : 

« 

Une  transformation  homographique  n^altère  pas  le  degré 
d'une  surface. 

On  verrait,  de  même,  qu'elle  n'en  altère  pas  la  classe,  c'est- 
à-dire  le  nombre  des  plans  tangents  qu'on  peut  lui  mener 
par  une  droite  arbitraire. 

kl.  De  la  définition  même  de  la  transformation  homogra- 
phique résulte  évidemment  que  deux  transformées  homo- 
graphiqujes  d'une  même  figure  se  coriespondent  homogra- 
phiquement;  autrement  dit,  deuic  transformations  homogra- 
phiques successives  reviennent  à  une  seule. 

Quand  un  ensemble  de  transformations  est  tel  que  deux 
transformations  quelconques  de  cet  ensemble,  appliquées 
successivement,  peuvent  être  remplacées  par  une  seule 
transformation  appartenant  à  cet  ensemble,  on  dit  que  ces 
transforniations  forment  un  groupe.  On  voit  donc  que  : 

Les  transformations  homograijhiques  forment  un  groupe. 

kH.  Ces  propriétés  fondanienlales  élMblies,  nous  commen- 
cerons par  étudier  la  correspondance  liomograpiiique  de  deux 
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figures  planes  :  elles  se  correspondront  point  par  point  et 
droite  par  droite. 

Dans  le  plan  P  de  la  première  figure,  soient  a,  b,  c,  et  d 
quatre  points  quelconques,  réels  ou  imaginaires,  tels  que 
trois  d'entre  eux  ne  soient  pas  en  ligne  droite  :  il  en  sera  de 
même  de  leurs  homologues  a',  b' ,  c',  d'  dans  le  plan  de  la 
seconde  figure.  Aux  si\  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les 
quatre  points  a,  b,  c,  d  correspondent  les  droites  qui  joignent 
les  poinls  homologues.  A  toute  droite  ani,  menée  par  a, 
correspond  la  droite  a'm',  telle  (n°  45)  que  les  rapports 
anharmoniques  a{bcdm)  et  a'(b'c'd'm')  soient  égaux;  on 
détermine  de  même  !a  droite  b'm'  homoTogue  d'une  droite 
quelconque  bm,  piassanl  par  b.  On  peut  donc  obtenir  ainsi 
l'hojnologne  m'  de  tout  point  m  de  la  première  figure;  par 
suite,  la  donnée  des  quatre  points  a,  b,  c,  d  et  de  leurs  homo- 
logues suffit  pour  déterminer-  la  correspondance  homogra- 
phique  des  deux  figures  planes  considérées. 

Voyons  maintenant  si  ces  quatre  couples  peuvent  être 
choisis  arbitrairement;  en  les  prenant  ainsi,  nous  pouvons 
déjà  faire  correspondre  à  tout  point  m  de  l'une  des  figures  un 
seul  point  de  l'autre,  au  moyen  de  la  construction  précé- 
dente :  nous  allons  voir  que  si  le  point  m  décrit  une  droite, 
il  en  est  alors  de  même  du  point  m';  il  en  résultera  que  la 
correspondance  ponctuelle  {m,  m')  est  bien  homographique. 

En  effet,  si  le  point  rh  décrit  une  droite,  les  rayons  am  et 
bm  décrivent  deux  faisceaux  homographiques,  dont  deux 
rayons  homologues  coïncident;,  il  en  est,  par  suite,  de  même 
des  rayons  a'm'  et  b'm'  :  il  en  résulte  (n°  31)  que  le  point  m' 
décrit  aussi  une  droite.  On  en  conclut  que  : 

On  peut  transformer  homographique  ment  une  figure 
plane^  de  sorte  que  quatre  poinls  quelconques,  dont  trois  ne 
sont  pas  en  ligne  droite,  aient  pour  homologues  quatre  poinls 
quelconques,  assujettis  à  la  même  condition,  et  cela  d'une 
seule  manière. 

A  deux  droites  parallèles,  menées  par  a  et  b,  correspondent 
en  général  deux  droites  concourantes  issues  de  a  et  b'  :  leur 
point  commun  est  l'homologue  du  point  à  l'infini  dans  la  direc- 
tion de  ces  parallèles.  Les  points  à  l'infini  d'ui.  plan  étant, 
D.  .  3 
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d'après  leur  définilion  même  (n°.  13),  sur  une  même  droite, 
on  voit  que  : 

Les  homologues  de  tous  les  points  à  V infini  sont  en  ligne 
droite. 

49.  Deux  figures  en  perspective  offrent  un  exemple  très 
simple  de  correspondance  homographique.  A  tout  point  m 
d'un  plan  P  on  fait  correspondre  le  point  m'  d'un  plan  P', 
tel  que  la  droite  mm'  passe  par  un  point  fixe  w  de  l'espace. 
La  droite  à  l'infini  du  plan  P  a  évidemment  pour  homologue 
l'intersection  du  plan  P'  avec  le  plan  mené  par  oi  parallèle- 
ment au  plan  P. 

Dans  une  telle  transformation,  tout  point  commun  aux 
plans  P  et  P'  coïncide  évidemment  avec  son  homologue. 
Réciproquement,  deux  figures  qui  se  correspondent  homogra- 
phiquement  dans  deux  plans  P  et  P',  de  sorte  que  tout  point 
de  l'intersection  D  de  ces  plans  coïncide  avec  son  homologue, 
sont  perspectives  l'une  de  l'autre. 

Soient,  en  effet,  a  et  b  deux  points  du  plan  P,  a'  et  b'  leurs 
homologues  :  ces  droites  ab  et  a'b'  étant  homologues,  doivent 
couper  D  au  même  point;  par  suite,  les  droites  aa'  et  bb'  sont 
dans  un  même  plan  et  se  coupent  en  un  point  o).  Soient  a  et  [3 
deux  points  quelconques  de  la  droite  D  :  d'après  le  n°  4-8, 
toute  transformation  homographique  telle  que  les  points  a, 
(3,  cr  et  6  du  plan  P  aient  pour  homologues  les  points  a,  ;3,  a' 
et  b'  du  plan  P',  coïncide  avec  la  transformation  considérée  : 
or.  il  en  est  ainsi  de  la  transformation  homographique  {m,  m') 
telle  que  la  droite  m/n'  passe  par  w.  Les  deux  figures  consi- 
dérées sont  donc  en  perspective  du  point  de  vue  w. 

50.  En  rahattant  le  plan  P'  sur  le  plan  P  autour  de  l'inter- 
section D,  on  obtient  dans  le  même  plan  P  deu\  figures 
homographiques  telles  que  tous  les  points  d'une  certaine 
droite  D  coïntident  avec  leurs  homologues.  Ce  cas  particulier 
de  l'homographie  s'appelle  l'homologie  {^);   la  droite  D  est 

(')  Cette  dënoinination  est  due  à  Poncelet  {Traité des  projiriétés projecdve.^), 
qui  a  donné  le  premier  la  théorie  des  figures  homologiques.  Celles-ci  avaient 
pourtant  été  employées  déjà  par  La  Hire  iPlaniconiques ,  1673)  et  par  Le  Poivre 
(de  Mons)  (1704)- 
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appelée  Vajce  cChomolngie  :  on  voit  que  deux  dmiics  homo- 
logues se  coupent  sur  l'axe  d' homologie. 

Soient  a  et  a'   deux   points  homologues  de  deux  figures 
homologiques,  et  a  le  |)oirit  où  aa'  coupe  l'axe  d'homologie  D. 


L'homologue  de  la  droite  acx.  est  la  droite  a' a  (puisque  a 
coïncide  avec  son  homologue),  c'est-à-dire  la  menu*  droite. 
Ainsi,  la  droite  qui  joint  deux  points  homolognes  coïncide 
avec  son  homologue.  11  en  résulte  que  le  point  ',),  commun  fi 
deux  de  ces  droites,  aa'  et  bb' ,  coïncide  également  avec  son 
homologue.  Soit  maintenant  m  un  point  quelconque  de  la 
première  figure  et  [x  le  point  où  w/»  coupe  J)  :  la  droite  o)/«fi, 
dont  deux  points,  w  et  /jl,  coïncident  avec  leurs  homelogues, 
se  confond  aussi  avec  son  homologue,  et  contient  donc  le 
point  m'.  Ainsi  les  dmiics  c/ui  joignent  deux  points  homo- 
logues passent  par  U  point  (ti',  co  |)oinl  est  appelé  le  centre 
d' homologie. 

On  démontrerait  d'une  manière  ahsolument  analogue  que 
deux  figures  homographiques  d'un  même  plan,  telles  que  les 
droites  joignant  deux  points  homologues  passent  par  un  point 
fixe,  jouissent  aussi  de  celte  propriété  que  les  droites,  homo- 
logues se  coupent  sur  une  droite  fixe. 

Dans  certains  cas,  le  centre  d'homologic  peut  se  trouver 
sur  l'axe  (Fhomologie. 

Quand  l'axe  d'homologie  est  la  droite  de  l'infini,  toutes  les 
droites  homologues  sont  parallèles  :  ce  cas  particulier  de 
l'homologie  est  Vhomothclie. 
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ol.  D'après  le  llicorème  fondamental  du  n°  48,  lorsque 
deux  figures  homographiques  sonl  dans  un  môme  plan,  il  ne 
peut  exister  quatre  points  non  en  ligne  droite  coïncidant  avec 
leurs  homologues,  à  moins  que  les  deux  figures  ne  coïncident. 
Dans  le  cas  parUculier  où  trois  [)oinls  en  ligne  droite  coïn- 
cident avec  leurs  homologues,  il  en  est  de  même  de  tous  les 
points  de  la  droite  f|ui  passe  par  ces  points  :  cela  résulte 
immédiatement  de  ce  que  deux  divisions  homographiques  dont 
trois  points  coïncident  avec  leurs  homologues  sont  confon- 
dues; on  se  trouve  alors  dans  le  cas  des  figures  homologiques, 
et,  en  dehors  de  l'axe  d'homologie,  le  centre  d'homologie 
jouit  aussi  de  la  propriété  de  coïncider  avec  son  homologue. 

Dans  le  cas  général  de  deux  figures  homographiques  situées 
dans  un  même  plan,  il  existe  seulement  trois  points  qui  coïn- 
cident avec  leurs  homologues.  Soient,  en  effet,  a  et  a' ,  b  et  b' 
deux  couples  de  points  homologues.  Les  droites  homologues 
issues  de  a  et  a'  se  coupent  (n"  il)  sur  une  certaine 
conique  A,  qui  passe  par  le  point  de  rencontre  w  des  droites 
homologues  ab  et  a'b'  ;  de  même  les  droites  homologues 
issues  de  b  el  b'  se  coupent  sur  une  autre  conique  B,  qui 
passe  aussi  par  le  point  o).  Ces  coniques  A  et  B  se  coupant 
en  trois  points,  outre  le  point  o,  il  est  bien  évident  que  ces 
poinis  coïncident  avec  leurs  homologues.  On  les  appelle  les 
trois  points  doubles  des  figures  homographiques  considérées; 
les  droites  (pii  les  joignent  deux  à  deuîc  forment  de  même 
trois  droites  doubles. 

L'homographie  se  trouvera  déterminée  par  la  donnée  des 
trois  points  doubles  a,  (3,  y  et  d'un  couple  de  poinis  homo- 
logues m  et  m' .  Étant  donné  un  point  n,  on  déterminera  son 
homologue  n'  en  remarquant  que  le  rapport  anhatnionique 
a{^y/i/i')  est  égal  au  rapport  a{^ynini'),  par  exemple. 

Si  les  points  ^  el  y  sont  les  points  cycliques,  on  voit  (n"3i) 
que  les  angles  mxn'  et  my.m'  sont  égaux.  Ainsi  toute  droite 
passant  par  y.  a  pour  homologue  une  autre  droite  issue  de  a 
et  faisant  avec  elle  un  angle  fixe.  Par  une  rotation  d'un  cer- 
tain angle  autour  de  a,  on  peut  donc  faire  coïncider  les  droites 
homologues  issues  de  ce  point;  les  deux  figures  sont  alors 
amenées  à  être  homologiques,  ot  l'axe  d'homologie  est, 
comme  on  le  voit  aisément,  la  droite  de  l'infini,  de  sorte  que 
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les  figures  sont  devenues  liomoihéliques;  a\l^s\,  si  les  points 
cycliques  sont  deux  des  points  doubles  d'une  homographie, 
celle-ci  est  une  similitude.  Le  troisième  point  double  est  le 
centre  de  similitude. 

52.  Passons  mainlenani  à  l'élude  des  figures  homogra- 
phiques  dans  Tespace.  Étant  données  deux  de  ces  figures, 
soient  a,  b,  c,  d,  e  cinq  points  de  la  première,  tels  que  quatre 
d'entre  eux  ne  soient  pas  dans  un  même  plan;  il  en  sera  de 
•môme  de  leurs  homologues  a',  b\  c',  d',  e'  dans  la  seconde 
figure.  Aux  dix  plans  déterminés  par  les  cinq  j)remiers  points 
pris  trois  à  trois,  correspondent  les  plans  déterminés  par  les 
points  homologues.  A  tout  plan  abm,  mené  par  ab,  corres- 
pond le  plan  a'b'm',  mené  par  a'^'>  et  tel  ([ue  les  rapports 
anharmoniques  ab{cdem)  et  a'b'{c'd'e'm')  soient  égaux.  On 
détermine  de  même  les  plans  b'c'm'  et  c'a'm';  homologues 
de  plans  quelconques  bcm  et  cam,  menés  par  les  droites  bc 
et  ca.  On  peut  donc,  finalement  obtenir  l'homologue  m'  de 
tout  point  m  de  la  première  figure.  On  voit,  par  suite,  que  la 
donnée  des  cinq  points  a,b,Cyd,e  et  de  leurs  liomologues 
suffit  à  déterminer  la  correspondance  homographique  des 
deux  figures  considérées. 

Nous  allons  montrer  maintenant  que  ces  cinq  couples  de 
points  homologues  peuvent  être  choisi?  arbitrairement.  En 
les  prenant  arbitraires,  nous  pouvons  déjà,  au  moyen  de  la 
construction  précédente,  faire  correspondre  à  tout  point  m  de 
l'une  des  figures  un  point  /n' de  l'autre;  nous  allons  voir  que, 
si  le  point  m  décrit  une  droite,  il  en  est  de  môme  du  point /n'; 
il  en  résultera  évidemment  qu'à  des  droites  concourantes 
correspondront  des  droites  concourantes,  et  que,  par  suite, 
à  un  plan  correspondra  un  pian. 

Or,  si  le  point  m  décrit  une  droite,  les  plans  abm.,  bcm  et 
cam  décrivent  trois  faisceaux  homographiques,  dont  trois 
plans  homologues  coïncident;  il  en  est,  par  suite,  de  même 
des  plans  a'b'm',  b'c'm'  et  c'a'm',  et  il  en  résulte  (n°  31)  que 
le  point  m'  décrit  aussi  une  droite.  Nous  voyons  donc  que  si 
le  point  m'  décrit  un  plan  (qui  peut  être  le  pian  de  Pinfini), 
il  en  est  de  même  du  point  m'  :  la  correspondance  {m,  m') 
est  donc  bien  homographique  ;  on  en  conclut  que  : 
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On  peut  transformer  homographiquement  une  figure  quel- 
conque de  L'espace,  de  sorte  que  cinq  points  quelconques,  réels 
ou  imaginaires,  dont  quatre  ne  sont  pas  dans  an  même  plan, 
aient  pour  homologues  cinq  points  arbitraires,  assujettis  à  ta 
même  condition,  et  cela  d* une  seule  manière. 

Au  plan  de  l'infini  d'une  des  figures  correspond,  en  géné- 
ral, un  plan  à  dislance  finie  dans  l'autre. 
#  - 

53.  Si  deux  figures  homographiques  sont  telles  que  tous  les 
points  d'un  certain  plan  P  coïncident  avec  leurs  homologues, 
on  dit  que  ces  figures  sanî  homologiques.  Soient  a  ei  b  deux 
points  de  la  première  figu'  ?,  a'  et  b'  leurs  homologues,  et 
soit  A  l'intersection  du  plan  P  avec  le  plan  aba'.  La  droite  A 
coïncidant,  par  hypothèse,  avec  son  homologue,  l'homologue 
du  plan  aA  est  le  plan  a'A,  c!est-à-dire  le  plan  lui-même  :  ce 
dernier  passe  donc  par  l'homologue  b'  du  point  b.  On  voit 
donc  que  les  quatre  points  a,  a',  b  et  b'  sont  dans  un  même 
plan.  Soit  o,^  le  point  commun  aux  droites  aa'  et  bb'  :  on  verra, 
comme  au  n°  50,  que  ce  point  se  confond  avec  son  homo- , 
logue,  et  que,1oute  droite,  qui  joint  deux  points  homologues, 
passe  par  ce  point,  qui  est  appelé  centré  d'homologie. 

Réciproquement,  si  les  droites  qui  joignent  deux  points 
homologues  de  deux  figures  homographiques  passent  par  un 
point  fixe,  ces  figures  sont  homologiques  ;  on  le  démontrerait 
d'une  manière  analogue. 

Le  centre  d'homologie  peut,  dans  certains  cas,  se  trouver 
dans  le  plan  d'homologie. 

Les  figures  homothétiques  sont  des  figures  homologiques 
admettant  pour  plan  d'iiomoiogie  le  plan  de  l'infini. 

54.  Considérons  maintenant  deux  figures  homographiques 
telles  que  trois  points  d'une  certaine  droite  A  coïncident 
avec  leurs  homologues  :  il  en  est  alors  évidemment  de  même 
de  tous  les  points  de  cette  droite.  A  tout  plan  P  passant  par  A, 
correspond  un  plan  P'  issu  également  de  cette  droite.  Les 
plans  P  et  P'  se  correspondent  dans  un  faisceau  homogra- 
phique  qui  n'admet  généralement  que  deux  plans  douhles, 
TT,  et  ITj.  Les  points  homologues  situés  dans  chacun  de  ces 
plans  forment,  d'après  ce  qui  précède  (n°50),  des  ligures 
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homologiaueSj-donl  les  cerilres  d'homologie  wi  et  wj  sont 
deux  points  qui  se  correspondenl  à  eux-mêmes  dans  la  trans- 
formation homographique  considérée.  La  droite  Wio^  se  cor- 
respond évidemment  à  elle-même,  ainsi  que  tous  les  plans 
qui  passent  par  cette  droite;  il  en  est  de  même  des  plans  Hi 
etn,  ('). 

55.  11  peut  encore  arriver  que  tous  lés  plans  P,  issus  de  A, 
coïncident  avec  leurs  homologues  P';  dans  ce  cas,  il  existe 
un  centre  d'homologie  w  dans  chacun  de  ces  plans;  tous  ces 
centres  sont  en  ligne  droite,  car  la  droite  6)1(02  qui  joint  deux 
d'entre  eux  se  correspondant  à  elle-même,  ainsi  que  tout 
plan  issu  de  A,  le  point  où  &>-i'iJï  coupe  un  tel  plan  coïncide 
avec  son  homologue,  et  est  donc  le  centre  d'homologie  situé 
dans  ce  pian.  Dans  ce  cas,  il  existe  donc  deux  droites  A  et  A, 
dont  tous  les  points  coïncident  avec  leurs  homologues;  il  en 
est  de  même  de  tous  les  plans  qui  passent  pur  ces  droites. 
Deux  figures  symétriques  par  rapport  à  une  droite  offrent  un 
exemple  de  ce  cas  particulier  d'homographie  :  ces  droites  A 
et  Al  sont  alors  l'axe  de  symétrie  et  la  droite  à  l'infini  des 
plans  normaux  à  cet  axe. 

56.  D'après  le  théorème  fondamental  du  ri"  5'2,  deux  figures 
hombgraphiques  dont  cinq  points  coïncident  avec:  leurs 
homologues  Sont  en  général  confondues;  il  y  a  ejtceplion  si 
quatre  de  ces  points  sont  dans  un  même  plan  :  tous  les  points 
de  ce  plan  coïncident  alors  (n<*  kS)  avec  leurs  homologues,  et 
les  deux  figures  sont  homologiques,  à  moins  que  trois  des 
points  considérés  ne  soient  en  ligne  droite. 

Dans  le  cas  général,  deux  figures  homographiques  ad- 
mettent quatre  points  doubles.  Soient,  en  effet,  A,  H  et  (">  Irois 
droites  situées  dans  un  même  plan  P  de  la  première  figure; 
A',  B'  et  C  leurs  homologues  dans  la  seconde.  L'intersection 
des  plans  homologues  issus  de  A  et  A'décrit  (n^/i-S)  une  sur- 
face du  second  degré  piassant  par  l'intersection  A  des  plans 


(')  Deux  figures  égales  qu'on  peut  amener  en  coïncidence  par  une  rotalion 
autour  d'un  axe  donnent  un  exemple  de  ce  cas  :  la  droite  A  est  l'axe  do  rotation, 
et  les  points  o),  et  o)j  sont  les  points  cycliques  des  plans  normaux  à  cet  axe. 
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homologues  P  cl  P';  il  en  est  do  même  des  surfaces  du  second 
degré  qui  correspondent  aux  faisceaux  lî  el  B'  el  aux  faisceaux 
(1  el  (].  Tout  point  commun  à  ces  trois  surfaces,  el  n'appar- 
tenant pas  à  la  droile  A,  coïncide  évidemment  avec  son  homo- 
logue; or,  il  existe  quatre  de  ces  points,  car  (n°  kh)  trois 
qiii'.driques  qui  ont  une  génératrice  commune  ont  en  général 
en  commun  quatre  points  en  dehors  de  cette  droite. 

Les  faces  du  tétraèdre  des  points  doubles  sont  quatre  plans 
doubles:  ses  arèles  sont  aix  droites  doubles.  D'après  la  ma- 
nière même  dont  sont  déterminés  ces  points  doubles,  deux 
d'entre  eux  peuvent  être  infiniment  voisins  :  cela  a  lieu 
lorsque  la  cubiqiu'  commune  à  deux  des  qnadriques  consi- 
dérées est  langente  à  la  troisième;  la  droile  qui  joint  les  deux 
points  inllnimenl  voisins  est  alors  tangente  à  la  cubique. 

Les  droites  A,  B  el  (-  n'étant  pas  supposées  concourantes, 
les  seuls  points  du'  plan  P  communs  aux  trois  qnadriques 
considérées  sont  ceux  de  la  droite  A.  Si  donc  ces  trois  qua- 
driques  onl  en  commun  une  infinité  de  points,  en  outre  dé 
ceux  de  A,  le  lieu  de  ces  points  ne  devra  couper  le  plan  P 
qu'en  des  points  de  A.  Les  trois  quadriques  peuvent  ainsi 
admettre  une  génératrice  commune,  de  système  différent  de  A; 
la  conique  commune  alors  à  deux  d'entre  elles  coupe  la  troi- 
sième en  deux  points  qui  sont  les  points  doubles  wi  et  Oj  du 
cas  du  n°  54.  Les  trois  qnadriques  peuvent  encore  admettre 
en  commun  deux  génératrices  coupant  A  :  c'est  le  cas  du  n"  55. 
Kniin,  les  trois  qtiadriques  peuvent  se  décomposer  chacune 
en  deux  plans  tels  que  l'un  de  ces  plans  appartienne  à  la  fois 
à  ces  trois  surfaces  :  c'est  le  cas  des  figures  homologiques; 
le  centre  d'homologie  est  fourni  par  l'intersection  des  trois 
autres  plans  obtenus  dans  la  décomposition  précédente. 

57.  De  ce  qu'une  transformation  homographique  n'altère 
pas  le  rapport  anharmoniqne  (n"  45)  de  quatre  droites  con- 
courantes situées  dans  un  même  plan,  il  résulte  immédiate- 
menl  qu'elle  n'altère  pas  non  plus  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  points  situés  sur  ime  conique  (n"  42);  car  une 
conique  passant  par  quatre  points  a,  b,  c,  d  peut  être  définie 
comme  le  lieu  des  points  m  du  plan  abcd  tels  que  le  rap|)ort 
anharmonique    ni{abcd)  ait  une  valeur  donnée;    sa  trans- 
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formée  sei'a  le  lien  des  i)oinls  m'  du  plan  a  h'c'd'  tels  que  le 
rapport  ;mharmoni(|ue  m' {a' h' c' d  )  ait  la  mèuïe  valeur. 

On  en  conclut  que  si  quatre  points  d'une  conique  C  ont  pour 
homologues  dans  une  iransforniation  honiograplii(jue  quatre 
points  d'une  conique  C,  tels  que  les  rapports  anliarinoniquesde 
ces  deux  groupes  de  quatre  points  soient  égaux  sur  les  lieux 
coniques,  C  est  l'homologtie  de  C.  Ou  peut  donc  toujours  faire 
se  correspondre  homographiqtiemenl  deux  coniques  arbi- 
traires, et  transformer,  par  exemple,  une  coui(|ue  quelconque 
en  l'ombilicale  (ij"  3i),  ou  en  un  cercle  quelconque. 

58.  Soient  A,  lî,  C,  D  quatre  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes de  quatre  paramètres  a,  (3,  y  et  ô.  Si  à  tout  point  de 
coordonnées  barycentriques  (a,  p,  y,  è)  par  rapport  à  un  cer- 
tain tétraèdre  de  référence,  on  fait  correspondre  le  point  dont 
les  coordonnées  barycentriques  sont  A,  B,  C  et  13,  on  aura 
bien  défini  une  transformation  homographique  ;  car  si  le 
Jioint  (a,  |3,  y,  6)  décrit  un  plan,  il  en  est  évidemment  de 
même  du  point  (A,  B,  C,  D).  On  peut  d'ailleurs  obtenir  ainsi 
la  transformation  homographique  la  plus  générale,  car  on 
peut,  à  un  facteur  constant  près,  déterminer  les  seize  coeffi- 
cients qui  figurent  dans  les  fonctions  A,  B,  CetD  par  la  con- 
dition que  cinq  points  donnés  aient  pour  homologues  cinq 
autres  points  donnés,  ce  qui  fournil  quinze  équations. 

On  aurait  obtenu  des  résultats  analogues  dans  le  cas  de 
figures  planes. 

Transformations  corrélatives. 

59.  Nous  avons  déjà  fait  remarquer  (n°31)  l'étroite  ana- 
logie qui  existe  entre  les  propriétés  des  divisions  et  des  fais- 
ceaux homographiques  :  elles  peuvent,  en  effet,  se  ramener 
les  unes  aux  autres,  au  moyen  d'une  transformation  des  plus 
importantes,  la  transformation  dualistique  ou  corrélative. 

A  tout  point  de  l'une  des  figures,  elle  fait  correspondre  un 
plan  de  l'autre,  et  réciproquement.  Ainsi,  à  des  points  m 
situés  dans  un  même  plan  P  coi*respondronl  des  plans  P'  pas- 
sant par  un  même  point  m',  qui  correspondra  lui-même  ainsi 
au  plan  P. 
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A  des  points  en  ligne  droite,  c'est-à-dire  communs  à  deux 
plans,  correspondront  des  plans  passant  par  deux  points,  et, 
par  suite,  par  une  droite.  Ainsi,  à  une  droite  correspond  une 
droite. 

Une  surface  S,  au  lieu  d'un  point  m,  a  pour  transformée  la 
surface  S'  enveloppée  par  le  plan  M'  qui  correspond  au 
point  ni  ;  le  point  m'  où  ce  plan  M'  louche  S'  est,  par  défini- 
lion,  commun  à  trois  positions  infiniment  voisines  de  ce  plan, 
qui  correspondent  à  trois  positions  infiniment  voisines  de  m 
sur  S;  c'est  donc  le  point  qui  correspond  au  plan  déterminé 
par  ces  trois  positions  de  m,  c'est-à-dire  au  plan  langent  en 
m  à  S.  Les  surfaces  S  et  S'  sont  dites  corrélatives^  et  l'on  voit 
que  chacune  d'elles  peut  être  déduite  de  l'autre  de  deux, 
manières,  et  être  définie  soit  comme  l'enveloppe  d'un  plan, 
soit  comme  le  lien  d'un  point. 

Les  points  communs  à  la  surface  S  et  à  une  droite  D  ont 
pour  transformés  les  plans  tangents  à  la  surface  S'  menés  par 
la  droite  D'  homologue  de  D  :  ces  plans  tangents  seront  en 
même  nombre  j^ue  les  points  auxquels  ils  correspondent  ; 
par  suite  : 

La  classe  d'une  surface  est  égalp  au  degré  d' une  surface 
corrélative. 

A' une  courbe  plane  correspond  une  surface  enveloppée 
par  des  plans  issus  d'un  point  fixe,  c'est-à-dire  un  cône; 
d'une  manière  générale,  à  une  courbe  correspond  une  sur- 
face enveloppée  par  un  plan  ne  renfermant  qu'un  paramètre 
arbitraire,  «'est-à-dire  une  surface  développable.  Les  géné- 
ratrices de  cette  surface,  intersections  de  deux  plans  tan- 
gents infiniment  voisins,  correspondent  aux  droites  joignant 
deux  points  infiniment  voisins  de  la  courbe,  c'est-à-dire  aux 
tangentes  à  celles-ci. 

Les  sections  planes  de  deux  surfaces  algébriques  corréla- 
tives sont  des  courbes  de  la  même  classe. 

Soient,  en  effet  S  et  S'  deux  surfaces  corrélatives  ;  aux 
tangentes  menées  a  S  par  un  point  a  dans  le  plan  A  corres- 
pondent les  tangentes  à  S'  menées  dans' le  plan  A',  corrélatif 
du  point  a,  et  par  le  if^imi  a',  corrélatif  du  plan  A  :  le  nombre 

■    -  .     \ 
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de  ces  tangentes  représenie  donc  à  la  fois  la  classe  des 
sections  planes  de  S  ou  de  S'.  Ce  théorème  peut  encore 
s'énoncer  : 

Les  cônes  circonscrits  à  deux  surfaces  corrélatives  sont  de 
même  degré. 

A  tout  point  m  d'une  droite  D  ne  correspond  qu'un  plan  M 
mené  par  D',  et  réciproquement  ;  si  donc  [x  désigne  le  point 
où  le  plan  M'  coupe  une  droite  quelconque  A,  i€s  points  m 
et  fjL  déterminent  sur  D  et  A  deux  divisions  homographiques; 
le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  m  est  donc  égal  à 
celui  des  ([ualre  points  /jl,  et,  par  suite,  des  quatre  plans  M' 
qui  leur  correspondent.  Ainsi: 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite 
est  égal  à  celui  des  quatre  plans  corrélatifs. 

60.  De  cçtte  dernière  propriété,  nous  allons,  par  un  rai- 
sonnement semblable  à  celui  du  n°  52,  déduire  de»  résultats 
analogues. 

Étant  données  deux  figures  corrélati\^es,  soient,  en  effet, 
dans  l'une,  A',  B',  (]',  D'  et  E'  les  plans  corrélatifs  de  cinq 
points  a,  b,  c,  d  el  e  de  l'autre.  On  peut  obtenir  le  plan  M', 
corrélatif  d'un  point  quelconque  m,  en  remarquant  que  le 
rapport  anharmonique  des  quatre  plans  déterminés,  par 
exemple,  par  la  droite  ab  et  les  points  c,  rf,  e  et  m  est  égal  à 
celui  des  quatre  points  où  les  plans  C,  1)',  E'  et  M'  coupent 
la  droite  A'B'.  On  déterminera  ainsi  le  plan  M',  par  exemple, 
au  moyen  des  trois  points  où  il  coupe  les  droites  A'  B',  B'C 
et  C'A'. 

D'ailleurs,  si  les  cinq  points  et  les  cinq  plans  considérés 
sont  quelconques,  le  plan  M',  que  la  construction  précédente 
permet  d'associer  à  tout  point  m,  lui  correspond  bien  dualis- 
tiquement  :  c'est  ce  que  nous  allons  démontrer. 

En  effet,  si  le  point  m  décrit  une  droite  quelconque-^'  les 
plans  abm,  bcm  et  cam  décrivent  trois  faisceaux  homologra- 
phiques,  dont  trois  plans  homologues  coïncident  avec  le  i)lan 
abc.  1!  en  résulte  que  le  plan  M'  défini  par  la  construction 
précédente  coupe  les  droites  A'B',  B'C  et  C'A'  en  trois  points 
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homologues  de  trois  divisions  liomographiques,  dans  les- 
quelles trois  points  homologues  coïncident  avec  le  point 
commun  à  ces  trois  droites.  Par  suite  (n°31),  le  plan  M' passe 
par  une  droite  fixe. 

Ainsi  donc,  à  tous  les  points  d'une  droite  A  correspondent 
par  notre  construction  des  plans  passant  par  une  droite  fixe  A'; 
à  des  droites  A  passant  par  un  même  point  m  correspondent 
d'ailleurs  évidemment  des  droites  A'  situées  dans  un  même 
plan  M'.  Il  en  résulte  qu'aux  points  d'un  même  plan  corres- 
pondent des  plans  passant  par  un  même  point  ;  par  suile,  la 
correspondance  {m.  M')  est  bien  dualislique,  et  nous  voyons 
que  : 

On  peut  transformer  dualistiquement  une  figure  de  sorte 
que  cinq  quelconques  de  ses  points^  dont  quatre  n'appartien- 
nent pas  à  un  même  plan,  aient  pour  corrélatifs  cinq  plans 
quelconques,  dont  quatre  ne  soient  pas  concourants,  et  cela 
d'une  seule  manière. 

Dans  le  cas  de  figures  planes,  on  obtiendrait  des  résultats 
analogues  en  faisant  se  correspondre  quatre  points  et  quatre 
droites  arbitraires. 

61.  D'après  la  définition  même  des  figiireshomographiques 
et  corrélatives,  on  voit  que  deux  transformations  corrélatives 
successives  équivalent  à  une  transformation  homographique, 
et  que  deux  transformations  successives,  l'une  coriélative  et 
l'autre  homographique,  équivalent  à  une  transformation  cor- 
rélative. Par*  suite,  plusieurs  transformations  successives, 
homographiques  ou  corrélatives,  peuvent  être  remplacées  par 
une  seule  transformation,  qui  est  elle-même  homographique 
ou  corrélative,  selon  que  les  transformations  successives 
comprennent  un  nombre  pair  ou  impair  de  corrélations. 
Ainsi  donc  : 

L'ensemble  des  homographies  et  des  corrélations  constitue 
un  groupe  de  transformations. 

62.  De  là  résulte  que  deux  figures  corrélatives  à  une  troi- 
sième sont  homographiques  ;  dans  ces  deux  figures  homogra- 
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phiques,  il  existe  généralement  qualre  plans  doubles  (n°56); 
on  en  déduit  que  : 

Si  l'on  considère  deux  transformations  corrélatives  d'une 
même  figure,  il  existe  généralement  quatre  points  de  celle-ci 
tels  que  les  plans  qui  correspondent  à  chacun  d'eux  dans  les 
deux  transformations  coïncident. 

Dans  certains  Cas  parliculiers,  il  y  aura  une  infîniléde  points 
dont  les  plans  homologues  coïncideront  :  cela  aura  lieu  lors- 
que les  deux  transformées  par  dualité  seront  homologiques, 
ou  lorsqu'elles  appartiendront  aux  homographies  particu- 
lières étudiées  dans  les  n*"  54  et  55. 

03.  En  désignant,  comme  au  n"  58,  par  A,  B,  C  et  D  quatre 
fo.nclions  linéaires  et  homogènes  de  quatre  paramètres  a,  p, 
y  et  ô,  on  aura  évidemhnent  une  transformation  corrélative  en 
faisant  coiTespondre  à  tout  point  de  coordonnées  harycentri- 
ques(a,  [3,  y,  ô)  le  plan  représenté  par  l'équation 

kx-\-]iy-\-Cz-^\yt=zo', 

aux  points  d'un  plan  correspondront,  en  effet,  ainsi  des  plans 
concouran.t  en  un  même  point. 

Comme  au  n°  58,  on  voit  d'ailleurs  que  la  transformation 
corrélative  la  plus  générale  peut  être  obtenue  par  ce  procédé 
qui  permet  de  faire  correspondre  à  cinq  points  arbitraires 
cinq  plans  donnés. 

64.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  quelques  applications 
de  la  transformation  corrélative. 

Nous  avons  obtenu  précédemment  (n°  38)  le  théorème 
suivant  : 

Une  courbe  du  second  degré  est  aussi  de  la  seconde  classe. 

Par  une  transformation  dualistique  plane,  on  en  tiéduit  le 
théorème  suivant  : 

Une  courbe  de  seconde  classe  est  aussi  du  second  degré. 

Ces  deux   énoncés   réciproques   nous   montrent    que    les 
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courbes  du  second  degré  et  celles  de  la  seconde  classe  ne 
forment  qu'une  famille  ;  on  les  désigne  sous  le  nom  de 
coniques  :  nous  voyons  ainsi  qu'à  toute  propriété  projeclive 
des  coniq'ies  correspondra  sa  corrélative. 

Il  y  a  cependant  une  exception  :  le  théorème  dont  nous 
sommes  partis  ne  s'applique  pas  (n"32)  aux  courbes  du 
second  degré  formées  de  deux  droites  ;  de  même,  l'ensemble 
de  deux  points  forme  bien  une  enveloppe  de  la  seconde 
classe,  et  non  du  second  degré. 

D'après  une  remarque  du  n"  59,  une  surface  du  second 
degré,  c'est-à-dire  dont  les  sections  planes  sont  du  second 
degré,  et,  par  suite  de  la  seconde  classe,  a  pour  corrélative 
une  surface  dont  les  sections  planes  sont  aussi  de  la  seconde 
classe,  et,  par  suite,  du  second  degré;  comme  toute  surface 
de  la  seconde  classe  peut  être  considérée  comme  corrélative 
d'une  surface  du  second  degré,  on  voit  ainsi  que  : 

Une  surface  de  la  .seconde- classe  est  aussi  du  second  degré. 

Corrélativement  : 

Une  surface  du  second  degré  est  aussi  de  la  seconde  classe. 

On  désigne  sous  le  nom  de  quadriques  les  surfaces  du 
second  degré  ou  de  la  seconde  classe. 

Les  théorèmes  précédents  ont  cependant  des  cas  d'excep- 
tion :  aux  cônes  du  second  degré,  on  ne  peut  généralement 
mener  aucun  plan  tangent  par  une  droite  quelconque.  De 
même,  une  conique  constitue  bien  une  enveloppe  de  la 
seconde  classe,  bien  que,  en  général,  une  droite  quelconque 
ne  la  coupe  pas  en  deux  points. 

65.  Aux  théorèmes  que  nous  avons  démontrés  au  n°41  et  au 
n"  42  correspondront,  i)ar  exemple,  les  corrélatifs  suivants  : 

1°  La  droite  qui  joint  les  points  lioniologu.es  de  deujv  divi- 
sions homographiques  d'un  même  plan  enveloppe  une 
conique; 

2°  Cincj  tangentes  déterminent  en  <icnéral  une  conique  ; 

3"   Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  où  quatre 
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tangentes  Jî.r es  d'une  conique  coupent  une  tangente  variable 
de  cette  courbe  est  constant  (•). 

Supposons  qu'une  de  ces  quatre  tangentes  soit  la  droite  de 
l'infini  :  on  dit  alors  que  la  conique  est  uiio  parabole;  le 
rapport  anharnionique  considéré  se  réduit  alors  au  rapport  de 
doux  segments,  et  l'on  voit  ainsi  que  : 

Trois  tangentes  fixes  à  une  parabole  interceptent  sur  une 
tangente  variable  des  segments  dont  le  rapport  reste  con- 
stant. 

Transformons  enfin  par  corrélation  la  généralisation  du 
théorème  de  Frégier  (n"  39)  :  aux  deux  faisceaux  en  involu- 
tion  issus  d'un  point  a  d'une  conique  C  correspondent,  sur 
une  tangente  A'  à  la  transformée  C  de  C,  deux  divisions  en 
involution  ;  à  la  corde  interceptée  sur  C  par  deux  rayons 
homologues  correspond  le  point  commun  à  deux  tangentes 
menées  à  C'par  deux  points  homologues.  Ce  point  décrit  une 
droite  qui  passe  par  les  points  de  contact  des  tangentes  issues 
des  points  doubles  de  l'involut-ion. 

En  particulier,  si  ces  points  doubles  sont  les  points  cycli- 
ques, C  est  une  parabole  et  les  tangentes  issues  de  deux  points 
homologues  de  l'involulion  deviennent  (n°  37)  deux  tan- 
gentes rectangulaires.  Leur  point  commun  décrit  la  droite 
qui  joint  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la  para- 
bole par  les  points  cycliques  :  cette  droite  est  appelée  la 
directrice  de  la  parabole.  On  voit  donc  que  : 

Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  une 
parabole  est  sa  directrice  (^). 


(')  ChasleS,  ,^^e/çtf  historique.   Note  XVI. 

{')  Ce  théorème  est  dû  à  La  Hire  {Sediohes  conicœ,  Livre  VIII]. 
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Théorème  de  Desargues-Sturm  et  ses  conséquences. 

66.  Comme  nous  l'avons  vu  précédemmenl  (n°37),  il  ne 
passe  qu'une  conique  par  cinq  points  dont  quatre  ne  sont  pas 
en  ligne  droite,  celte  conique  se  composant  de  deux  droites 
lorsque  trois  des  points  considérés  sont  en  ligne  droite. 

L)e  là  résulte  que,  étant  donnés  quatre  points  a,  b,  c,  d. 
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doni  Irois  ne  soiii  pas  on  ligne  droile,  il  n'exisie  qu'une 
conique  circonscrite  au  quadraiigle  abcd,  et  passant  par  un- 
poinl  quelconque  de  m.  Si  donc //i  el  m'  désignent  les  deux 
poinls  où  une  droile  quelcon(|ue  A  coupe  mxc  conique  circon- 
scrite au  quadrangle  aOcd,  on  voit  (|u'a  tout  point  m  de  A  ne 
correspond  ainsi  qu'un  point  m'.  Corrinie  d'ailleurs  ces  poinls 
sont  évidemment  réciproques,  ils  déterminent  donc  luu'  invo- 
lution  sur  A,  d'où  le  théorème  suivant  connu  sous  h*  nom  de 
théorème  de  Desargiies-Sturni  : 

Les  coniques  circonscrites  à  un  quadrani^lc  déterniinenl 
une  involution  sur  une  droite  quelconque  (  '  ). 

Parmi  ces  coniques,  il  en  existe  évidemment  trois  qui  sont 
formées  chacune  par  deux  des  côtés  opposés  du  quadrangle 
considéré.  On  en  déduit  que  : 

Les  trois  couples  de  points  où  une  droile  quelconque  coupe 
les  côtés  opposés  d' un  quadrangle  se  correspondent  dans  une 
involution  (*). 

En  particulier,  si  la  transversale  considérée  est  une  des 
trois  diagonales  du  quadrangle,  les  extrémités  de  cette  diago- 
nale sont  les  points  doubles  de  l'involulion  déterminée  sur 
celle  droite  par  les  coniques  circonscrites  au  quadrangle. 
Ainsi  : 

Les  coniques  circonscrites  à  un  quadrangle  en  divisent 
harmoniquement  les  trois  diagonales  {^). 

67.  Parmi  les  coniques  circonscrites  au  quadrangle  abcd, 
celles  qui  passent  par  des  points  doubles  de  l'involution 
{m,  m')  coupent  A  en  deux  poinls  infiniment  voisins,  el  sont 


(  '  )  Ce  théorème  est  une  généralisation,  due  à  Sturm  {Ann.  de  Alaihem., 
l.  XVII),  dun  théorème  énoncé  par  Desargues  (1593-1662)  et  relatif  aux 
points  où  une  transversale  coupe  une  conique  et  les  quatre  côtés  d'un  quadrila- 
tère inscrit. 

(')  Pappus,  Collections  maihém.,  Proposition   130. 

(')  Ibid.,  Proposition  131. 
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d'ailleurs  les  seules  qui  jouissent  de  celte  propriété.  Ainsi  : 

//  existe  deux  coniques  passant  par  quatre  points  et  tan- 
gentes à  une  droite. 

Si  celte  droite  est  la  droite  de  l'infini,  les  coniques  qui  la 
louchent  sont,  par  définition,  des  paraboles;  par  suite  : 

//  existe  deux  paraboles  circonscrites  à  un'  quadrangle. 

68.  Le  théorème  de  Desargiies  a  pour  corrélatif  le  suivant  : 

Les  tangentes  menées  d'un  point  aux  coniques  tangentes  n 
quatre  droites  forment  une  involution  ('). 

Parmi  ces  coniques  qui  sont  maintenant  considérées  comme 
des  courbes  de  la  seconde  ciasse,  il  en  existe  trois  qui  sont 
formées  chacune  de  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère 
déterminé  par  les  quatre  droites  considérées;  par  suite  : 

Les  trois  coup/es  de  droites  qui  joignent  un  point  quel- 
conque aux  sommets  opposés  d'un  quadrilatère  sont  trois 
couples  de  rayons  homologues  d'une  involîition. 

Enfin,  le  théorème  du  n"  67  fournit  dualistiquement  le  sui- 
vant : 

Il  existe  deux  coniques  passant  par  un  point  et  tangentes 
à  quatre  droites. 

69.  Nous  allons  immédiatement  appliquer  ces  théorèmes 
corrélatifs  de  celui  de  Desargues  à  l'élude  des  propriétés 
focales  des  coniques. 

D'une  manière  générale,  on  nomme  foyer  d'une  courbe 
plane  un  point  tel  que  les  deux  droites  isotropes  issues  de  ce 
point  soient  tangentes  à  la  courhe  (-).  On  aura  donc  les 
foyers  d'une  courhe  en  prenant  les  points  communs  aux  lan- 


(  ')  Ce  théorème  est  dû  à  Sturm  {Annalat  de  Math.,  t.  XVII  ). 

(')  Cette  définition  des  foyers  est  duo  a  Plùcker  {Journal  de  Crelle,  i833, 
[>.  i^4-9i)-  Elle  n'est  qu'une  généralisatioc  d'une  propriété  trouvée  par  Poncelet 
(Traité  des  propr.  proj.,  Art.  457)  relative  aux  foyers  des  coniques  et  qui 
suffît  à  les  définir 
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gentes  menées  à  celle  courbe  par  les  points  cycliques.  l*ar 
suite,  une  courbe  de  classe  n  aura  généralement  /«-  foyers; 
en  particulier,  les  coniques  ont  en  général  quatre  foyers.  Les 
paraboles  étant  tangentes  à  la  droite  de  l'infini,  on  ne  pourra 
leur  mener  qu'une  autre  tangente  par  chacun  des  points 
cycliques;  elles  n'ont  donc  qu'un  foyer  à  dislance  finie. 

Si  la  courbe  considérée  a  une  équation  cartésienne  à  coef- 
ficients réels,  à  loute  tangente  imaginaire  à  celle  courbe  cor- 
respond la  tangente  imaginaire  conjuguée;  par  suite  «  foyers 
sont  les  intersections  de  droites  imaginaires  conjuguées,  et 
sont  donc  réels. 

70.  D'après  celte  définition  des  foyers,  lorsque  deux  som- 
mets opposés  d'un  quadrilatère  sont  les  points  cycliques,  les 
coniques  inscrites  à  ce  quadrilatère  ont  les  mêmes  foyers  : 
on  dit  alors  qu'elles  sont  honiofocales. 

L'involulion  formée  par  les  tangentes  menées  d'un  j)oint 
quelconque  à  des  coniques  honiofocales  admet  donc  comme 
rayons  homologues  les  droites  isotropes  issues  de  ce  point, 
puisque  ces  droites  joignent  le  point  considéré  à  deux  des 
sommets  opposés  du  quadrilatère  circonscrit  à  ces  coniques. 
Les  rayons  doublés  de  cette  involution  sont  donc  (n" 37)  rec- 
tangulaires et  sont  les  bissectrices  de  l'angle  formé  par  deux 
rayons  homologues  quelconques,  en  particulier  par  les 
rayons  qui  joignent  le  point  considéré  à  deux  foyers  corres- 
pondants. On  voit  donc  que  : 

Les  tangentes  menées^d' an  point  à  une  conique  sont  égale- 
ment inclinées  sur  les  droites  qui  joignent  ce  point  à  deux 
foyers  correspondants; 

Par  tout  point,  il  passe  deux  coniques  d'un  système  homo- 
focal  :  elles  se  coupent  orthogonalement^  les  tangentes  étant 
les  bissectrices  des  droites  qui  joignent  le  point  considéré  à 
deux  foyers  correspondants, 

71.  Du  théorème  de  Desargues,  on  déduit  aisément  un  tliéo- 
rème  célèbre  dû  à  Pascal  (')  et  qui  s'énonce  ainsi  : 

(')  Ce  théorème  fut  trouvé  par  Pascal  (iGaS-ôî)  à  l'âge  de  seize  ans. 


52 


CîiAP.    IV      —    PRINCIPALES    PROPRIÉTÉS    DES-    CONIQUES. 


Lorsfjuun  hexagone  est  inscrit  à  une  conique,   les  points 
d'intersection  de  ses  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

Soienl,  en  effet,  i,  2,.3,  4,  5  et  6  six  points  d'une  conique, 
il  s'agit  de  montrer  que  la  droite  qui  joint  les  points  a  et  h, 

Fig.   2. 


communs  aux  rôles  opposés  12,  4'^  et  28,  56,  passe  par  le 
point  f,  où  se  coupent  S/j  et  61. 

Désignons  par  a  et  j3  les  points  où  la  droite  ab  coupe  la 
conique,  et  par  p  celui  où  elle  rencontre  la  diagonale  25. 
Les  côtés  iG  et  25  du  quadrangle  i256  coupent  la  droite  ah 
en  deux  points  homologues  de  l'iiivoluiion  que  déterminent 
les  deux  coujiles  ab  et  a^  ;  il  en  est  de  même  des  côtés  34  et 
25  du  quadrangle  2345  ;  par  suite,  les  (iroites  16  et  34  passent 
toutes  deux  par  le  point  homologue  du  point  p  dans  cette 
involulion  :  elles  se  coupent  donc  hien  sur  ab. 

(.'e  théorème  permet  évidemment  de  construire  linéaire- 
ment une  conique  délinie  par  cinq  points. 

Un  ou  plusieurs  des  côtés  de  l'hexagone  inscrit  peuvent 
être  tangents  à  la  conique  :  les  deux  sommets  adjacents  appar- 
tenant à  chacun  de  ces  côtés  sont  alors  infiniment  voisins. 
S'il  en  est  ainsi,  par  exemple,  pour  deux  côtés  opposés  de 
l'hexagone,  on  obtient  ce  théorème  : 

Les  tangentes  menées  à  une  conique  en  deux  sommets 
opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  à  cette  conique  se  coupent 
sur  la  droite  qui  Joint  les  points  de  concours  des  cotés  opposés 
de  ce  quadrilatère. 

On  obtient  donc  ainsi  quatre  points  en  ligne  droite. 
Si  trois  des  côtés  de  l'hexagone  sont  tangents  à  la  conique, 
le  théorème  de  Pascal  se  réduit  au  suivant  : 
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Les  tangentes  menées  à  une  conique  aux  sommets  d'un 
triangle  inscrit  coupent  les  côtés  opposés  en  trois  points  en 
ligne  droite. 

72.  Le  théorème  de  Pascal  a  pour  corrélatif  le  suivant  : 

laorsqu  un  he.ragone  est  circonscrit  à  une  conique,  les  dia- 
gonales qui  joignent  les  sommets  opposés  sont  concou- 
rantes (  '  ). 

On  en  déduit  les  cas  parliculiors  suivants,  qui  corres- 
pondent à  ceux  que  nous  avons  indiqués,  pour  le  théorème 
de  Pascal  : 

Lorsqu'un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  conique.,  les 
diagonales  et  les  droites  qui  Joignent  les  points  de  contact  dos 
côtés  opposés  sont  concourantes  : 

Lorsqu'un  triangle  est  circonscrit  à  une  conique,  les  droites 
qui  joignent  les  sommets  aux  points  de  contact  des  côtés 
opposés  sont  concourantes. 

73.  Les  théorèmes  de  Desargues  ou  de  Pascal  el  Imis  cor- 
rélalifs  permettent  évidemment  de  conslrnire  linéairemenl, 
pai'  points  ou  par  Inngenles,  une  conique  délemiinée  par 
cinq  points  ou  par  cinq  langenles. 

Nous  avons  vu  d'ailleurs  (n"^  (»7  et  08)  cornmeni  on  peut 
obtenir  les  deux  coniques  dont  on  donne  (juatre  points  el 
une  tangente,  ou  quatre  tangenles  et  lui  poinl. 

Proposons-nous  maintenant  d'ohlenii-  une  (•(»iii(|ii('  dont  on 
donne  trois  points  a,  0,  c  et  deux  langenles  P  et  O.  SoienI  p 
et  q  les  |)oinls  de  conlacl  i\e  ces  dr(tiles  avec  une  roiii<|U(;  T, 
répondant  à  la  cpieslioii.  D'après  le  théorème  de  Dcsiugues, 
toutes  les  conitpies  hilangenles  à  T  <mi  /'  <l  >/.  delerniinenl 
une  involution  sur  la  droite  ah,  par  exemple  :  dans  celte 
involulion  se  correspondiMil  les  |)oinls  a  el  l>,  ainsi  (pie  les 
points  3  et  3'  ofi  la  droite  al/  couiie  P  et  Q  {Jig-  3)  ;  enlin,  le 
point"/  est  un   des  points    d<inl)les  de    cette   involution.   Le 

C)    iJRlANCHON.    Jouriiut  de   l'Ecole    t'olj /cchniffur.    IÏ<.)'i. 
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point  p,  OÙ  pq  coupe  la  droite  ac,  est  de  même  un  des  points 
doubles  de  l'involution  déterminée  sur  celle  droite  par  les 
deux  couples  de  points  a  et  c,  2  el  2',  ceux-ci  étant  les  points 
aivac  coupe  P  et  Q. 


l'ig.  3. 


Réciproquement,  y  étant  un  point  double  de  l'involution 

^'/>  ;  3,  3')  dX.  pq  une  droite  quelconciue  issue  de  ce  point, 
Il  existe  une  conique  qui  passe  par  a  et  h^  et  qui  touche  P  et 
O  en  p  et  en  7. 

En  joignant  deux  à  deux  les  points  doubles  des  involulions 
(rt,  ^;  3,3')  el  {a,c\  2, 2'),  on  obtiendra  donc  quatre  cordes  de 
contact  des  droites  P  el  Q  avec  quatre  coniques  répondant  à 
la  question.  On  voit  en  même  temps  que  les  points  doubles 
de  l'involution  {h,  c;  i,  i')  seront  chacun  sur  deux  de  .ces 
cordes. 

Dans  le  cas  particulier  où  P  et  Q  sont  deux  droites  iso- 
tropes issues  d'un  point  /,  les  coniques  cherchées  sont  les 
toniques  circonscrites  au  triangle  abc  et  admettant  /  pour 
foyer  (').  On  voit  qu'il  existe  quatre  de  ces  coniques.  Les 
directrices,  qui  correspondent  à/,  coupent  Chacun  des  côtés 
du  triangle  abc  au  même  point  qu'une  des  bissectrices  de 
l'angle  d'où  ce  côté  est  vu  du  point/. 

En  transfoimanl  corrélativement  les  constructions  précé- 
dentes, on-obtiendra  quatre  coniques  inscrites  à  un  triangle 


(  '  )  La  détermination  de  ces  coniques  constitue  un  problème  utile  en  Astro- 
nomie, qui  a  été  résolu,  pour  la  première  fois  par  Ilalley  {Transr.ctions  philoso- 
phiqufs.  167G,  n°  128'.  La  llire  en  donna  ensuite  unu  construction  plus  élégante 
et    plus  facile 
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et  passant  par  deux  |)oints.   Eu  particulier,   il  existe  quatre 
cercles  inscrits  à  un  triangle. 

Les  raisonnements  qui  précèdent  se  seraient  appliqués 
aussi  pour  déterminer  les  quatre  coni(|ues  circonscrites  (ou 
inscrites)  à  un  triangle  et  bitangenles  à  une  conique  donnée.. 

Pôles  et  polaires. 

74.  On  dit  que  deux  points  sont  conjugués  à  une  conique, 
quand  ils  divisent  liarmoniquenient  la  corde  de  la  conique 
qui  passe  par  ces  points  ;  on  dit  encore  que  la  coni(]ue 
est  co/i/«i,'«ee  à  ces  points.  Par  exemple,  toutes  les  hyper- 
boles équilalères  sont  conjuguées  aux  [)oints  cycliques. 

Corrélativement,  deux  droites  sont  dites  conjuguées  à  une 
coni(jue,  lorsqu'elles  divisent  harmoniquement  l'angle  des 
tangentes  menées  à  la  conique  par  leur  point  com-niin.  Par 
exemple,  deux  droites  i-ectangulaires,  issues  d'un  fover  d'une 
coniqtie,  sont  conjuguées  à  celte  courbe. 

D'après  ces  définitions,  il  résulte  du  théorème  de  Dcstugnes 
que  les  points  doubles  de  l'involution  déterminée  sur  une 
droite  parles  coniques  circonscrites  à  un  quadiangle  sont  à 
la  fois  cotijugués  à  toutes  ces  coniques;  le  ihéoi-ème  de 
Desargues  prend  ainsi  la  forme  suivante  : 

.St'  deux  points  sont  conjugués  en  niétne  temps  à  deax  des 
conx<[t(es  circonscrites  à  un  quadrangle^  ils  le  sont  par  rap- 
port» à  tontes  ces  coniques. 

75.  Le  lieu'  des  conjugués  d'un  jioint  par  Vai)port  à  une 
conique  est  appelé  la  polaire  de  ce  point.  Nous  allons  voir  que  : 

La  polaire  d' un  point  par  rapport  à  une  conique  est  une 
droite  ('  ). 

Soient,  en    etfet,    12  et  34  les  points   où  une   conique  C 


(  '  )  Ce  théerèmo  était  connu  d'Apollonius;  mais  la  théorie  des  pôles  est  due 
au'gëomètre  La  Ilire  (lô'io-i^iS)  [Sectiones  conicx,  Livres  I  et  II,  i685).  Les 
mots  de  pôle  et  de  polaire  sont  dus  à  Scrvois  et  à  Gcrgonne  (Afin,  fie  Math., 
t.  I  et  lit). 
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{Jig.  4)  coupe  deux  sécantes  quelconques  issues  d'un  point  a. 
Sur  une  droite  quelconque  am,  issue  d(i  point  c,  toutes  les 
coniques  circonscrites  au  quadrangle  laS/j  déterniinent  une 
învolution  dont  a  est  évidemment  un  point  double;  l'autre 
point  double  est  donc  le  conjugué  harmonique  de  a  par  rap- 

Fig.4. 


port  aux  points  où  la  droite  am  coupe  une  quelconque  des 
coniques  considérées.  Ofi  voit  ainsi  que  le  point  a  admet  la 
même  polaire  par  rapport  à  toutes  les  coniques  circonscrites 
au  quadrangle  1234.  "* 

La  polaire  du  point  a  par  rapport  à  C  coïncide  donc,  en  par- 
ticulier, avec  celle  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique  for- 
mée par  les  deux  droites  i4  el  23.  Or,  à  cause  de  la  propriété 
du  rapport  harmonique  d'être  projeclif,  la  polaire  d'un  point 
par  rapport  à  un  angle  est  évidemment  une  droite  issue  du 
sonmiel  de  cet  angle.  La  polaire  cherchée  est  donc  une  droite 
|)assant  par  le  point  b,  où  se  coupent  i4  et  23;  elle  passe  de 
même  par  le  point  c,  où  se  coupent  i3  et  ^-4. 

On  voit  que  les  droites  qui  joignent  le  point  a  aux  deux 
points  où  bc  rencontre  C  coupent  celle  courbe  en  deux  points 
confondus;  la  polaire  d'un  point  esl  donc  la  corde  de  contact 
des  tangentes  issues  de  ce  point.  Il  en  résulte  que.  si  a  esl 
sur  (',  sn  polaire  devient  la  tangente  à  cette  courbe  en  ce 
point. 

La  démonstration  précédente  s'applique  tant  que  la  conique 
considérée  esl  une  conique  véritable,  c'est-à-dire  ne  se  com- 
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pose  ni  de  doux  points,  ni  de  deiix  droites.  Dans  ce  dernier 
CttS,  elle  ne  tombe  d'ailleuis  en  défaut  que  si  le  point  consi- 
déré est  le  point  commun  aux  deux  droites;  la  polaire  de  ce 
point  dcvienl  alors  indétermifiée. 

7C.  La  propriété  des  points  conjugués  d'un  même  point 
d'èlre  en  ligne  droite  a  pour  corrélative  la  suivante  : 

Les  droites  conjuguées  d'une  droite  fixe  par  rapport  à  une 
conique  sont  concourantes. 

Leur  point  commun  est  appelé  \e  pôle  de  la  droite.  On  voit 
que,  |)ar  rapport  à  une  conique  véritable,  toute  droite  a  un 
pôle  bien  déterminé. 

77.  Considérons  donc  une  telle  conique  C  {/ig-  5),  et  soient 
/>  et  (j  deux  points  d'une  droite  arbitraire  A,  conjugués  à  cette 
conique.  La  polaire  de  chacun  de  ces  points  passe  évidemment 
par  l'outre  ;  soient  n  le  poifii  commun  à  ces  polaires,  et   x  oi 
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'6  les  points  où  C  coupe  la  polaire  aq  du  point/».  Le?  points  a 
et  9  divisant  liarmoniquemeni  le  segment  a,5,  les  droites />a 
ei  pg  sont  conjuguées  harmoniques  par  rappi^rt  aux  tangentes 
pa  et /)^  .menées  de />  à  C  :  la  droite  pa  est  donc  conjuguée 
de  A  par  rapport  à  C  :  il  en  est  de  même  de  la  droite  ^a  ;  le 
point  a  est  donc  le  pôle  do  In  droite  A  d'après  la  delinilioa 
précédente.  Les  points />  et  q  étant  conjugues  de  a  pai'  rap- 
port à  C,  on  voit  d'ailleurs  que  A  est  la  polaire  du  point  a. 
Ainsi  : 

Me  pôle  de  la  polaire  d'un  point  est  ce  point  Lairnéme 
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On  voit  en  jnième  temp^  que  : 

Les  polaires  d' iul point  d'une  droite  passent  par  le  pôle  de 
cette  droite, 

et  que  : 

Les  pôles  des  droites  issues  d'un  point  sont  sur  la  polaire  de 
ce  point. 

Le  triangle  aptj  est  dit  conjugué' h  M  :  s<'s  sommets  sont 
deux  à  deux  conjugués  à  cotte  conique,  ainsi  que  ses  côtés. 

78.  Le-pôie  de  la  droite  de  l'infini  est  ai)pclé  le  centre  de 
la  conique  :  il  se  trouve  ;iu  point  de  rencontre  des  asymp- 
totes. Les  droites,  issues  du  Centre  sont  nommées  diamètres. 
D'après  cesdétiniiions,  les  points  a  et  a'  où  un  diamètre  coupe 
la  conicjue  sont  conjugués  harmoniquespar  rapport  au  centre 
et  ail  point  à  l'infini  do  ce  diamètre;  auti'ement  dit,  ils  sont 
syméliifiues  par  rapport  au  centre.  CUïlui-ci,  tel  que  nous 
venons  de  le  d<^liuir,  est  donc  bien  lui  centre  de  symétrie  de 
la  conicpie. 

Dans  le  cas  où  celle-ci  est  une  parabole,  c'est-y-<lire  est 
tangente  à  la  di*oile  de  l'infini,  le  ceuire  devient  le  point  de 
contact  de  cette  droite,  et  se  trouve  donc  rejeté  à  l'intini. 

D'après  la  définition  du  centre,  deux  diamètres  conjugués 
harmoniquement  par  rapport  aux  asymptotes  sont  deux 
droites  conjuguées  à-la  conique  :  on  les  appelle  alors  des  dia- 
mètres conjugués.  Le  pôle  d'un  diamètre,  ([«li  se  trouve  à  la 
fois  sur  le  diamètre  conjugué  et  sur  la  polaire  du  centre,  est 
donc  le  point  à  l'infini  du  diamètre  conjugué.  [*ar  suite  : 

Le  lieu  des  milieux  des  coi  des  d' une  conique  parallèles  à  un 
même  diamètre  est  son  diamètre  conj ugiié. 

79.  Dans  l'involution  formée  par  les  diamètres  conjugués 
d'une  conique,  il  n'y  a,  en  général  (  n°  40),  qu'un  couple  de 
rayons  conjugués  rectangulaires  :  on  les  nomme  a.ves  de  la 
conique,  et  l'on  voit  bien,  par  suite  de  la  propriété  qui  pré- 
cède, que  ce  sont  des  axes  de  symétrie  de  la  co(ube.  Dans  le 
cas  où  la  conique  est  un  cercle,  ses    asymptotes   sont    des 
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droites  isotropes,  et  deux  diamètres  conjugués  quelconques 
sont  alors  rectangulaires. 

80.  D'après  la  définition  d'un  triangle  conjugué  à  une 
conique  (n^TT),  la  dernière  des  propriétés  énoncées  au  n"(J6 
peut  être  exprimée  ainsi  : 

Les  coniques  circonscrites  à  un  qitadrangle  sont  conjuguées 
i  son  triangle  diagonal. 


a 


Je  dis  que,  réiiprociuemenf,  lorsqu'un  point  a  admet  la 
même  polaire  A  par  rapport  à  deux  coniques  C  et  C,  il  est  à 
l'intersection  de  deux  de  leurs  cordes  communes. 

Soient,  en  effet,  m  un  des  points  communs  à  C  el^à  C,  et  jjl  le 
point  où  la  droite  am  coupe  la  polaire  A:  le  conjugué  har- 
monique m'  de  m  par  rapport  au  segment  a[i  est  à  la  fois 
sur  C  et  sur  C.  Ainsi  donc,  la  droite  qui  joint  a  à  l'un  quel- 
conque des  points  communs  aux  coniques  C  et  G'  est  une  des 
cordes  communes  à  ces  coniques.  La  propriété  annoncée  en 
résulte.  On  voit,  de  plus,  que  : 

Les  coniques^  conjuguées  à  un  triangle^  qui  passent  par  un 
point  donné,  passent  par  trois  autres  points  fixes. 

On  déduit  de  là  que,  lorsque  les  c|ualre  points  communs  à 
deux  coniques  sont  distincts,  elles  n'admettent  qu'un  triar.gle 
conjugué  commun.  Lorsque  les  deux  coniques  se  touchent  en 
un  seul  point,  leiir  triangle  conjugué  commun  est  infiniment 
aplati,  mais  il  reste  encore  unique.  Au  contraire,  si  lesconiques 
sont  bitangeiites,  il  est  bien  évident  qu'elles  admettent 
une  infinité  de  triangles  conjugués  communs,  dont  un  des 
côtés  coïncide  avec  la  corde  de  contact,  le  sommet  opposé 
étant  le  point  de  concours  des  tangentes  communes. 

Un  triangle  conjugué  commun  à  deux  coniques  est  évidem- 
ment conjugué  à  toutes  les  cotuques  qui  passent  par  leurs 
points  communs,  oii  encore,  comme  on  dit,  aux  coniques  du 
faisceau  ponctuel  diéX&vmxw^  par  les  deux  premières.  Ainsi 
donc,  il  n'existe,  en  général,  que  trois  points  qui  admettent 
la  même  polaire  par  rapport  aux  coniques  d'un  faisceau 
ponctuel. 
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81-  Les  polaires  d'un  même  point  par  rapport  aux  coniques 
d'un  faisceau  ponctuel'Sont  concourantes. 

Soit,  en  effet,  m'  le  point  où  se  coupent  les  polaires  d'un 
point  m  par  rapport  à  deux  coniques  C  et  C  d'un  faisceau 
ponctuel.  Les  points  m  et  m'  étant  à  la  fois  conjugués  à  ces 
deux  coniques,  le  sont  (n"  7i)  à  toutes  celles  du  faisceau 
considéré,  el  les  polaires  de  m  concourent  donc  bien  en  m' . 
Ces  points  m  et»/»'  sonLévidenimenl  réciproques. 

SI  l'on  considère  une  des  coniques  du  faisceau  qui  sont 
formées  de  deux  droites,  les  points  m  el  m'  sont  conjugués  à 
celle  conique  ;  autrement  dit,  les  droites  qui  joignent  ces 
points  au  point  a,  commun  aux  droites  considérées,  divisent 
harmoniquemenl  leur  angle.  Les  droiles  telles  que  a//*  et 
ani'  déterminent  donc  une  involution  à  laquelle  appartient, 
bien  évidemment,  le  couple  formé  |>ar  les  côtés  du  triangle 
conjugué  commun  issus  de  a.  Ainsi  : 

Si  m  et  ni,  p  et  p'  désignent  deit.r  couples  de  points  conju- 
gués à  la  fois  à  deux  coniifues,  dont  a'^y  désigne  le  triangle 
conjugué  commun,  les  six  droites  am  et  y.ni'.  c/.p  et  cf.p' ,  oc^  et 
c.y  sont  en  i/ivo/ution. 

On  en  déduit  encore  (u"  68).  que  les  deux  droites  xi  et  xy 
sont  tangentes  à  une  mémo  conique,  inscrite  au  quadrilalère 
mpm'p' .  Par  suite  : 

//  existe  une  conique  inscrite  à  la  faisan  triangle  a3y  et  au 
quadrilatère  mpm'p' . 

Si.  Les  transformations  homographiques  el  corrélatives 
conservant  les  rapports  harmoniques,  deux  poinis  conjugués 
à  une  conique  se  transforment,  liomograplii([uement,  on 
points  conjugués,  et,  corrélativement,  en  droites  conjuguées 
à  la  transformée  de  la  conique.  Par  suite,  les  propriétés 
d'un  pôle  el  de  sa  polaire  se  conservent  par  ces  Iranslorma- 
tions. 

Par  exemple,  en  transformant  corrélativement  le  théorème 
du  II»  81,  on  obtient  le  suivant  : 

Les  pôles  d'une  même  droite  par  rapport  aux  coniques 
d' un  faisceau  tangentiel  sont  en  ligne  droite. 
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Par  fin<sOeau  tani^cnliel  de  CDiiiques.  nous  entendons  ici 
les  coniques  iribcrites  à  un  même  quadiilalère.  En  particulier, 
si  la  droile  considérée  est  la  droite  de  l'infini,  les  pôles  envi- 
saf^és  deviennent  les  centres  des  coniques  du  faisceau,  et, 
comme  les  trois  coniques  de  ce  faisceau,  qui  sont  formées  de 
deux  points,  ont  cvidonnncnt  pour  ccnlrcs  les  milieux  des 
segments  limités  par  ces  points,  on  voit  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  à  un  quadrilatère 
est  la  droite  qui  passe  par  les  milieux  des  trois  diagonales  ('). 

83.  Transformons  encore  corrélativement  la  proposition 
rappelée  au  début  du  n"  80;  nous  aurons  la  suivante  : 

Lorsqu'un  quadrilatère  esl  circonscrit  à  une  conique,  son 
triangle  diagonal  est  conjugué  à  cette  conique. 

Ainsi  dorui,  les  six  points  où  se  coupent  deux  à  deux  les 
tangentes  conimunes  à  deux  coniques  sont  deux  à  deux  sur 
les  côtés  du  triangle  conjugué  commun,  qu'ils  divisent  har- 
moniquement. 

Considérons,  en  particulier,  une  famille  de  coniques  homo- 
focales,  c'est-à-dire  inscrites  à  un  quadrilatère  dont  deux 
sommets  opposés  sont  les  points  cycliques  (n"  70)  :  la  droite 
de  l'infini  en  est  une  diagonale;  les  deux  autres,  qui  joignent 
entre  eux  les  foyers  conjugués,  divisent  harmoniquemenl 
le  segment  limité  par  les  points  cycliques,  c'est-à-dire 
qu'elles  sont  rectangulaires.  Ces  deux  diagonales  sont  d'ail- 
leurs deux  droites  conjuguées  à  toutes  les  coniques  homofo- 
cales  considérées,  et  passent  par  le  pôle  de  la  droile  de  l'in- 
fini :  ce  sont  donc  les  axes  communs  à  ces  coniques.  Comme, 
d'ailleurs,  les  foyers Jes  divisent  harmoniquemenl,  on  voit 
finalement  que  : 

Les  quatre  foyers  d' une  conique  sont  situés  sur  les  axesel 
sont  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  au  centre. 

84.  Étant  donnée  une  conique  T,  différenle  de  deux  droites 

('j  Théorème  du  à  Newton  {Principes). 
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OU  de  deux  points,  à  tout  point  du  plan  ne  correspond  qu'une 
polaire  par  rapport  à  F,  et  réciproquement,  à  toute  droite 
ne  correspond  qu'un  pôle;  d'ailleurs,  à  des  pôles  en  ligne, 
droite  correspondent  des  droites  concourantes.  La  correspon- 
dance entre  un  pôle  et  sa  polaire  est  donc  (n"  59)  corréla- 
tive. On  voit  d'ailleurs  qu'en  appliquant  cette  transformation 
successivement  deux  fois  à  une  figure,  on  retrouve  celte 
figure  elle-même,  ce  qu'on  expriine  en  disant  qu'elle  est 
involutive.  On  l'appelle  transformation  par  polaires  réci- 
proques (')  par  rapport  à  la  conique  directrice  Y. 

85.  Nous  donnerons  |)lus.tard  quelques  explications  de  ce 
mode  de  transformation.  Nous  nous  bornerons  actuellement 
à  montrer  qu'on  peut  toujours  faire  se  correspondre  par 
polaires  réciproques  deux  coniques  données  C  et  C. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  C  et  C  soient  deux 
coniques  concentriques  ayant  les  mêmes  directions  d'axes; 
considérons  une  conique  F,  dont  les  axes  de  symétrie  coïnci- 
dent avec  ceux  de  C  et  de  C,  et  qui  soit  telle  que  le  carré  de 
la  longueur  de  chacun  de  ses  axes  soit  moyen  proportionnel 
entre  les  carrés  des  longueurs  des  axes  de  C  et  de  C,  qui  ont 
la  même  direction.  C  et  C"  sont  évidemment  polaires  réci- 
proques par  rapport  à  F.  Il  existe  d'ailleurs  quatre  coniques  F 
qui  répondent  aux  conditions  précédentes,  les  carrés  de  leurs 
axes  ay^^nl  pour  valeurs  zb  aa'  et  zt.  bb',  en  désignant  par  a 
et  b,  a'  et  b'  les  longueurs,  réelles  ou  imaginaires,  des  axes 
de  C  et  de  G'. 

Étant  données  deux  coniques  quelconques,  on  les  trans- 
forme d'ailleurs  en  coniques  coaxiales  par  une  transformation 
homographique  qui  fait  correspondre  à  deux  des  sommets  de 
leur  triangle  conjugué  commun  les  points  à  l'infini  de  deux 
directions  rectangulaires.  Donc: 

On  peut,  en  général,  de  quatre  manières  différentes,  faire 


(')  Quelques  exemples  de  ce  procédé  de  transformation  se  trouvent  déjà  dans 
un  Mémoire  de  i8o6  de  Brianch*n  (n°  64)  et  dans  les  Annales  de  Mathéma- 
tiques de  Gergonno.  C'est  Poncelct  qui  l'a  mis  en  usage  avec  succès  dans  le 
Traite  des  propriétés  projectives. 
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se    correspondre   par    polaires    réciproques    deux    coniques 
données. 

Problèmes  et  théorèmes  divers. 

8G.  Proposons-nous  d'abord  le  problème  suivant  : 

Trouver  le  lieu  des  points  où  se  coupent  les  droites  conju- 
guées à  une  conique  donnée  C,  menées  pur  deux  points  fixes 
a  et  b. 

Une  droite  arbitraire  A  étant  menée  par  «,  on  obtient  une 
droite  conjuguée  B  passant  par  b  en  joignant  ce  point  au 
pôle  de  A.  Or  ce  pôle  est,  sur  la  polaire  du  point  a,  conjugué 
par  rapport  à  C  du  point  où  celte  polaire  coupe  A.  Ainsi  donc 
les  droites  correspondantes  A  et  B  s'obtiennent  en  joignant 
les  points  a  et  b  aux  points  conjugués  à  C  sur  la  polaire  de  a 
ou  sur  celle  de  b.  Ces  droites  engendrent  donc  évidemment 
deux  faisceaux  bomograpbiqiies,  et  le  lieu  chercbé  est  donc 
une  conique  F  passant  par  «  el  b;  elle  passe  de  plus  évidem- 
ment par  les  points  où  C  coupe  les  polaires  des  points  a  el  b. 
On  voit  donc  que  : 

//  existe  une  conique  passant  par  deux  points  quelconques 
et  par  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  ces  points 
à  une  conique  quelconque. 

Les  tangentes  en  a  et  b  {\Y  s'obtiennent  en  prenant  les 
droites  conjuguées  de  la  droite  ab  menées  par  ces  points; 
autrement  dit,  elles  se  coupent  au  pôle  de  ab  par  rapport  à  C. 
Ainsi  la  droite  ab  a  le  même  pôle  par  rapport  aux  coniques 
Cetr. 

D'après  même  la  définition  de  F,  les  tangentes  menées  à  C 
par  im  point  de  cette  conique  F  sont  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  aux  droites  qui  joignent  ce  point  aux  points  a  el 
b;  si,  en  particulier,  ces  points  sont  les  points  cycliques,  la 
conique  F  est  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circon- 
scrits à  C.  On  voit  ainsi  que  : 

Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  une 
conique  est  un  cercle  concentrique  à  cette  conique  ('). 

(  '  )  La  HiRE,  Sectioiies  conicœ,  Livre  VIII,   i'J85. 
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Ofi  (iésigne  ce  cercle  sous  le  nom  de  cercle  de  Monge  ou 
de  cercle  orthoplique  (')  de  la  conique. 

87.  Considérons  les  points  communs  aux  cercles  orlho- 
ptiques  des  deux  coniques  C  et  C  :  de  ces  deux  points  on  voit 
C  et  G  sous  des  angles  droits.  L'involution  des  tangentes 
menées  de  chacun  de  ces  points  aux  coniques  du  faisceau  tan- 
genliel  déterminé  par  C  et  C  (n°  68)  comprend  donc  deux 
couples  de  rayons  homologues  rectangulaires  :  elle  se  com- 
pose donc  de  droites  rectangulaires.  On  voit  donc  que  :- 

//  existe  deux  points  d'où  l'on  voit  sous  un  angle  droit 
toutes  les  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  (*). 

Autrement  dit  : 

Les  cercles  orthoptiques  des  coniques  d'un  faisceau  tan- 
gentiel passent  par  deux  points  fixes. 

En  particulier,  on  voit,  en  considérant  les  coniques  for- 
mées de  couples  de  points,  que  : 

Les  cercles  qui  admettent  pour  diamètre  les  trois  diago- 
nales d'un  quadrilatère  ont  même  axe  radical. 

Si  l'un  des  côtés  de  ce  quadrilatère  esi  la  droite  de  l'infini, 
ces  cercles  se  réduisent  aux  hauteurs  du  triangle  formé  par 
les  trois  autres  côtés,  et  de  leur  point  commufi  on  voit  sous 
un  angle  droit  toutes  les  coniques  inscrites  au  quadrilatère^ 
qui  sont  ici  les  paraboles  inscrites  au  triangle  considéré  ;  on 
voit  donc,  en  tenant  compte  du  résultat  du  n°  65,  que  : 

L'orthocentre  d'un  triangle  circonscrit  à  une  parabole  est 
sur  la  directrice. 

Ce  théorème  est  dû  à  Steiner. 


C)  Celte  dénomination  est  due  à  M.   Picquel  {Étude  géométrique  des  syS' 
ternes  ponctuels  et  tangentiels  de  sect.  cou.,  1S-2). 

(^)  PluOLER,  Analieisc/i-geometrUc/ie  E/itivicklu'igen,   t.  II,    i83i,  p.   1898, 
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88.  Le  premier  des  théorèmes  obtenus  au  n»  86,  liansformé 
par  dualité,  fournil  le  suivant  : 

Étant  donnée  une  conique  Y  et  deux  droites  quelconques  A 
et  B,  il  existe  une  conique  touchant  les  droites  A  et  B  et  les 
quatre  tangentes  menées  à  f  aux  points  où  cette  courbe 
coupe  A  ei  B. 

Celte  conique  louche  toutes  les  cordes  de  T  telles  que  les 
droites  qui  joignent  leurs  extrémités  au  sommet  de  l'angle 
formé  par  les  droites  A  el  B  divisent  harmoniquemeni  cet 
angle.  Ce  sommet  a  d'ailleurs  la  même  polaire  par  rapport  à 
cette  conique  et  par  rapport  à  F. 

Si,  en  particulier,  les  droites  A  et  B  sont  deux  droites  iso- 
tropes, on  voit  ainsi  que  : 

Les  cordes  d'une  conique  T  vues  d'un  point  fixe  sous  un 
angle  droit,  enveloppent  une  conique  admettant  ce  point 
pour  foyer  et  sa  polaire  par  rapport  à  Y  pour  directrice. 

Si  ce  point  fixe  est  au  centre  de  T,  l'enveloppe  est  donc  un 
cercle  concentrique. 

89.  Du  théorème  général  qui  précède,  on  déduit  une 
importante  propriété  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

S'il  existe  un  quadrilatère  inscrit  à  une  conique  C  et  cir- 
conscrit à  une  conique  C  il  en  existe  une  infinité  ('). 

Soit,  en  effet,  w  le  point  de  rencontre. des  diagonales  d'un 
quadrilatère  inscrit  à  C  el  circonscrit  à  C,  et  soient  a  et  6  les 
points  où  C  coupo  une  tangente  quelconque  à  C.  Considérons 
l'involution  admettant  pour  couples  de  rayons  homolnimes 
les  droites  wa  eicob,  d'une  part,  et,  d'autre  part,  les  dijun- 
nales  du  quadrilatère.  D'après  le  théorème  précédent.  I('> 
cordes  interceptées  sur  C  frar  les  rayons  homologues'de  cette 
involulion  enveloppent  une  conique  qui  louche  évidemment 


(  ')  Ce  théorème  est  un  cas  particulier  d'un  théorème  célèbro  dû  à  Poûcelet, 
d'après  lequel,  s'il  existe  un  polygone  de  n  côtés  inscrit  à  une  conique  et  cir- 
conscrit à  une  autre,  il  en  existe  une  infinité. 

D.  5 
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la  droite  ab  el  les  côtés  du  quadrilatère  considéré,  et  qui 
coïncide,  par  conséquent,  avec  €'.  La  propriété  énoncée  se 
trouve  donc  démontrée  et  l'on  voit  de  plus  que  : 

Tous  les  quadrilatères  inscrits  à  C  et  circonscrits  à  C  ont 
le  même  point  de  rencontre  des  diagonales. 

D'après  un  cas  particulier  du  théorème  de  BrianchoUj 
signalé  précédemment. (n°  72),  ce  point  fixe  appartient  égale- 
ment aux  droites  qui  joignent  les  points  oii  C  touche  les 
côtés  opposés  de  tous  ces  quadrilatères. 

En  particulier,  si  la  conique  C  est  une  parabole,  et  si  C  est 
un  cercle,  un  des  quadrilatères  en  question  admet  pour  som- 
mets adjacents  les  points  cylindriques  ;  deux  des  côtés  opposés 
de  ce  quadrilatère  sont  donc  les  tangentes  isotropes  menées 
à  la  parabole  :  la  droite  qui  joint  leurs  points  de  contact  est, 
comme  on  sait,  la  directrice.  Par  suite  : 

Le  point  de  rencontre  des  diagonales  d'un  quadrilatère 
inscriptible  circonscrit  à  une  parabole  est  sur  la  directrice. 

90.  Voici  maintenant  quelques  applications  du  théorème 
de  Desargues-Sturm  : 

D'après  ce  théorème,  si  deux  points  sont  à  la  fois  conjugués 
à  deux  coniques  d'un  faisceau  ponctuel,  il  le  sont  à  toutes  les 
coniques  de  ce  faisceau.  Supposons  d'abord  que  ces  deux 
points  soient  les  points  cycliques  :  nous  aurons  alors  la 
propriété  suivante  :  ' 

Toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  points  communs  à 
deux  hyperboles  équilatères  sont  des  hyperboles  équiiaJ-ères . 

11  en  est  ainsi,  en  particulier,  de  celles  de  ces  coniques  qui 
sont  formées  de  droites  ;  autrement  dit,  les  cordes  comn^unes 
à  deux-  hyperboles  équilatères  sont  deux  à  deux  rectangu- 
laires, d'où  résulte  que  : 

Les  hyperboles  équilatères  circonscrites  à  un  :  triangle 
passent  par  son  orthocentre,  et  réciproquement^  le '^coniques 
qui  passent  par  les  sommets  d'un  triangle  et  par  son  ortho- 
centre sont  des  hyperboles  équilatères. 
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91.  Considérons  mainlenanl  deux  coniques  à  axe:-  paral- 
lèles ;  les  points  h  l'infini  de  res  axes  sont  conjugués  à  la  fois 
h  ces  deux  coniques,  et  aussi,  par  suite,  à  toutes  celles  du 
faisceau  ponctuel  qu'elles  déterminent.  Les  points  cycliques 
étant  d'ailleurs  conjugiiés  harmoniques  par  rapport  à  ces 
points,  on  voit  donc  que: 

Sideux  des  coniques  d'un  faisceau  ponctuel  ont  leurs  axes 
parallèles,  il  en  est  de  même  de  toutes  et  l'une  de  ceT coniques 
est  un  cercle. 

Il  en  résulte  encore  que  : 

IjCS  cordes  communes  à  un  cercle  et  à  une  conique  sont 
également  inclinées  sur  les  axes,  et  réciproque/nent. 

92.  Nous  avons  vu  précédemment  (n°  81)  que  les  polaires 
d'un  point  a  par  rapport  aux  coniques  d'un  faisceau  ponctuel 
concouraient  en  un  point  m.  Proposons-nous  de  rechercher 
le  lieu  du  point  m  quand  le  point  a  décrit  une  droite  D. 

Soient  C  et  C  deux  des  coniques  considérées  :  les  polaires 
du  point  a  par  rapport  à  ces  coniques  passent  par  les  pôles  a 
et  a'  de  la  droite  D  relatifs  à  ces  courbes;  d'ailleurs,  à  toute 
polaire  issue  de  a  ne  correspond  qu'un  point  a  de  I),  et,  par 
suite,  qu'une  polaire  issue  de  a\  et  réciproquement ,-  ces 
polaires  engendrent  donc  deux  faisceaux  homographiques  de 
sommets  a  et  a'.  Le  lieu  du  point  m  est  donc  une  conique  qui 
contient  a  et  a .  Lorscjue  le  point  a  se  trouve  sur  un  des  côtés 
du  triangle  conjugué  commun  à  C  et  à  C,  le  point  m  coïncide 
évidemment  avec  le  sommet  opposé  de  ce  triangle;  la 
conique  [m)  est  donc  circonscrite  à  ce  triangle,  quelle  que  soit 
la  droite  D.  Cette  conique,  qui  passe  par  le  pôle  a  de  D  par 
rapport  à  l'une  quelconque  C  des  coniques  du  faisceau  ponc- 
tuel, coïncide  donc  aussi  avec  le  lieu  de  ces  pôles.  Ainsi  : 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  Jixc  par  rapporlaux  coniques 
d'un  faisceau  ponctuel  est  une  conique  circonscrite  au 
triangle  conjugue  commun  à  ces  coniques  ('*. 

(')  Ï'ONCEI.ET,    Traite  des  propr.  projeciives.  art.  370. 
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En  particulier,  si  la  droite  fixe  est  la  droite  de  l'infini,  on 
voit  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  cii'conscriles  à  un  qua- 
drangle  est  une  conique. 

Cette  conique  a  évidemment  pour  points  à  l'infini  les  points 
à  l'infini  des  paraboles  circonscrites  au  quadrangle. 

Elle  passe  d'ailleurs  par  les  milieux  des  six  côtés  de  ce 
quadrangle,  car  le  milieu  d'un  de  ces  côtés  et  le  point  à 
l'infini  de  la  droite  à  laquelle  il  appartient  sont  évidemment 
conjugués  à  toutes  les  coniques  considérées.  On  voit  ainsi 
que  :  - 

Les  milieux  des  six  cotés  d'un  quadrangle^  ainsi  que  les 
points  de  rencontre  des  côtés  opposés,  sont  neuf  points  d'une 
même  conique. 

Lorsque  l'un  des  sommets  du  quadrangle  est  Torthocentre 
du  triangle  déterminé  par  les  trois  autres,  cette  conique  est 
un  cercle,  puisque  (n"  90)  les  points  cycliques  sont  alors  les 
deux  |)oinls  doubles  de  l'involution  formée  par  les  points  à 
l'infini  des  coniques  circonscrites  au  quadrangle.  Celles-ci 
sont  en  efi"et  des  hyperboles  équilatères,  et  le  lien  des  centres 
devient  un  cercle  ;  on  voit  ainsi  que 

Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  circonscrites 
à  un  triangle  est  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle. 

93.  Supposons  maintenant  que  le  quadrangle  considéré 
soit  inscrintible  à  un  cercle;  les  paraboles  qui  lui  sont  cir- 
conscrites ont  alors  (n°  91)  leurs  axes  rectangulaires;  le  lieu 
des  centres  des  coniques  circonscrites  est  donc  une  hyperbole 
équilalère.  Tout  point  de  ce  lieu  est  d'ailleurs,  d'après  ce  que 
nous  avons  vu  dans  le  précédent  numéro,  le  point  commun  à 
tous  les  diamètres  des  coniques  considérées  qui  sont  conju- 
guées d'une  même  direction,  puisque  ces  dilTérents  diamètres 
sont  les  polaires  d'un  même  point  de  la  droite  de  l'infini. 
Soient  m  un  point  de  ce  lieu,  co  le  centre 'du  cercle  circonscrit 
au  quadrangle  et  y  le  Centre  de  la  conique  C  du  faisceau, 
qui  passe  par  m.  La  tangente  à  C  en  w  est  parallèle  à  la 
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direction  conjuguée  du  diamètre  -/m  dans  la  conique  C:  la 
droite  wm,  qui  est  le  diamètre  conjugué  de  celte  direction 
dans  un  cercle,  lui.  est  donc  perpendiculaire  ;  autrement  dit, 
celte  droile  est  normale  en  m  à  la  conique  C.  Ainsi  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  circonscrites  à  un  qua~ 
drangle  inscrit  dans  un  cercle  de  centre  w  est  une  hyper- 
bole équilatèrCs  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aujc  axes 
de  ces  coniques.  Cette  courbe  est  en  même  temps  le  lieu  des 
pieds  des  normales  abaissées  du  point  w  sur  les  coniques  con- 
sidérées: 

Celte  hyperbole  équilatère  coupe  en  quatre  points  chacune 
des  coniques  du  faisceau  ;  par  suite  : 

D'un  point  quelconque  o  on  peut  mener  à  une  conique  C 
quatre  normales.  Leurs  pieds,  le  point  co  et  le  centre  de  C 
sont  une  même  hyperbole  équilatère,  dont  les  asymptotes 
sont  parallèles  aux  axes  de  C. 

On  nomme  cette  hyperbole  l'hyperbole  d' Apollonius  du 
point  w  relativement  à  la  conique  C  :  elle  a,  en  effet,  été 
employée  pour  la  première  fois  par  le  géomètre  grec  Apollo- 
nius (vers  247  av.  J.-C). 

94..  Étantjdonnée  une  corde  ab  d'une  conique  C,  proposons- 
nous  de    déterminer  la    corde  cd  telle   que   les   normales 


aux  quatre  points,  a,  b,  c,  et  d,  soient  concourantes.  Considé- 
rons l'involulion  déterminé  sur  l'axe  ptxip'  de  C  par  les 
coniques  circonscrites  au  quadrangle  abcd  :  les  sommets  p 
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et/)'  en  sont  deux  points  conjugués,  ainsi  que  les  points  a  et  a' 
situés  sur  les  cordes  ab  et  cd  ;  enfin,  l'hyperbole  d'Apollo- 
nius, circonscrile  au  quadrangie  abcd,  passe  par  le  centre  w  et 
par  le  point  à  l'infini  de  l'axe;  le  point  co  est  donc  le  point 
central  de  cette  involulion  ;  on  a,  par  suite  (n"  33), 

a)a.(«)a'  =  (ùp .  (tip' . 

Soit,  maintenant,  r  la  projection  sur  pp'  du  pôle  m  de  la 
corde  ab  ;  on  à 

(oa.wr  =:  03/»*. 

De  la  comparaison  de  ces  égalités  on  déduit 
De  môme 

C.)(3'  — —  C0  5. 

La  corde  ce?  est  donc  symétrique,  par  rapport  au  centre  w, 
de  ia  droite  rs  qui  joint  les  projections  sur  les  axes  du 
pôle  m  de  la  corde  ab. 

95.  Lorsque  le  point  m  décrit  une  droiie,  ses  projections  r 
ei  5  forment  évidemment  deux  divisions  semblables;  la  droite 
de  l'infini  est  donc  une  des  positions  de^  la  droite  rs,  dont 
l'enveloppe  est,  par  suite,  une  parabole  qui  touche  les  axes 
de  G  aux  points  où  ils  coupent  la  droite  décrite  par  le 
point  m.  Si  celle-ci  est  tangente  à  G  au  point  a,  les  points  c 
eid  seront  les  pieds  des  deux  normales  menées  d'un  point  de 
la  normale  en  a.  On  voit  ainsi  que  : 

Si  un  point  décrit  une  normale  à  une  conique,  les  pieds  des 
trois  autres  normales  menées  de  ce  point  sont  les  sommets 
d'un  triangle  dont  les  côtés  enveloppent  izne  parabole  tan- 
gente aux  axes. 

96.  Soit  a'  le  point  de  la  conique  C  diamétralement  opposé 
à  a;  dans  le  triangle  aba' ,  la  droite  ba'  est  parallèle  à  la 
droite  qui  joint  les  milieux  des  côtés  aa'  et  ab,  c'est-à-dire 
au  diamètre  wm  conjugué  de  la  direction  ab.  D'autre  part, 
les  diagonales  tom  et  rs  du  rectangle  (ùrms  sont  également 
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inclinées  sur  les  axes  ;  enfin  rs  et  cd  sont  parallèles.  Par 
suite,  les  cordes  ba'  et  cd  sont  également  inclinées  sur  les 
axes;  et  il  en  résulte  (91)  que  leurs  extrémités  sont  sur  un 
même  cercle.  Ainsi  : 

Si  l'on  considère  les  pieds  de  quatre  normales  concourantes 
à  une  conique,  le  cercle  qui  passe  par  trois  d'entre  eux  passe 
aussi  par  le  point  diamétralement  opposé  au  quatrième. 

Ce  théorème  est  de  Joachimsthal. 


Coniqaes  barmoniquement  circonscrites  ou  inscrites 
à  une  conique. 

97.  Étant  donnée  une  conique  F  et  un  triangle  a(3y  conju- 
gué à  cette  conique,  considérons  une  conique  C  circonscrite 
à  ce  li'iangle.  Soient  a  un  point  quelconque  de  C,  A  sa  polaire 

Fig.  7. 


par  rapport  •  à  T  :  enfin,  b  el  c^  p  ei  q  les  points  oîi  cette 
polaire  coupe  les  coniques  C  et  F  :  je  dis  que  les  points  b  ei  c 
divisent  barmoniquement  le  segment  jp^. 

En  effet,  les  points  i  et  i'  où  pq  coupe  les  droites  3y  et  a  « 
divisent  barmoniquement  la  corde  pq,  car  la  droite  aa^  qui 
joint  les  pôles  a  et  a  par  rapport  à  F  des  droites  6c  et  |3y  est 
la  polaire  du  point  i. 

Les  couples  de  droites  yx  et  aS,  a!3  et  ay  divisent  de  même 
barmoniquement  la  corde  pq.  Les  points  p  eiq  sont  donc  les 
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points  doubles  de  l'involulioii  déleriniiiée  sur  la  droite  A  par 
les  coniques  circonscrites  au  quadraiigie  «aSy  ;  les  points  b 
et  c  qui  se  correspondent  dans  celte  involulion  sont  donc 
conjugués  par  rapport  aux  poinls  p  et  q.  Ainsi  le  Iriarjgle  abc 
est  conjugué  par  rapport  à  T.  On  voit  donc  que  : 

Lorsqu'il  existe  un  triangle  inscrit  dans  une  conique  C  et 
conjugué  à  une  conique  Y .  il  en  existe  une  infinité. 

On  dit  alors  (pie  la  conique  C  est  liarmoniquement  circon- 
scrite (')  à  la  conifpie  F. 

98.  De  ce  théorème  il  résulle  que  : 

Deux  triangles  conjugués  à  une  même  conique  sont  inscrits 
à  une  même  coniqve,  et  réciproquement. 

En  efîei,  si  abc  et  a(3y  sont  deux  t.riangles  conjugués  à  F, 
la  conique  circonscrMe  au  quadrangle  aa^y  et  qui  pas^^e  par 
le  point  b  passe  forcément  par  le  point  c,  d'après  la  démon- 
stration précédenle.  Et,  réciproquement,  si  abc  et  a(3y  sont 
deux  triangles  inscrits  à  C,  la  conique  conjuguée  au  triangle 
a(3y  et  par  rapport  à  laquelle  bc  est  la  polaire  du  point  a, 
coupe  bc  en  deux  points  p  et  7  conjugués  par  rapfjort  aux 
points  b  et  c. 

Si  b  el  c  sont  les  poinls  cyclif|ues,  F  est  une  hyperbole 
équilatère  de  centre  a,  et  le  cercle  circonscrit  au  triangle  al3y 
|)asso  pai'  a  ;  autrement  dit  : 

Les  cercles  liarmoniquement  circonscrits  à  une  hyperlfole 
équilatère  passent  par  son  centre. 

On  i»eul  encore  dire  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  conjuguées  à 
un  trianvrle  est  le  cercle  circonscrit  ù  ce  triangle. 


(')  Smith.  Pioc.  of  the  London  math.  Soc.,  n"  XIV,  p.  83.  On  trouvera  des 
dût.iils  iiitére.s<»ants  sur  ce  sujet  dans  le  travail  de  M.  Picquet  cité  plus  haut. 
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99.  Le  théorème  précédent  a  pour  corrélatif  le  suivant  : 

Deux  triangles  conjugués  à  une  même  conique  sont  cir- 
conscrits à  une  même  conique^  et  réciproquement  ('). 

De  ces  deux  théorènnes,  il  résulle  enfin  que  : 

Deux  triangles  inscrits  à  une  même  conique  sont  aussi  cir~ 
conscrits  à  une  même  conique^  et  réciproquement. 

On  en  déduit  aisément  que  : 

S'il  existe  un  triangle  inscrit  à  une  première  conique^  et 
circonscrit  à  une  seconde,  il  en  existe  une  injinité  (*). 

Si  l'un  de  ces  triangles  admet  les  points  cycliques  pour 
•sommets,  les  coniques  inscrites  à  ce  triangle  sont  les  para- 
boles ayant  pour  foyer  le  troisième  sommet,  et  les  coniques 
circonscrites  sont  les  cercles  passant  par  ce  sommet  ;  on  voit 
ainsi  que  : 

Le  cercle  circonscrit  à  un  triangle  circonscrit  à  une  para- 
bole passe  par  le  foyer. 

Autrement  dit  : 

Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  inscrites  à  un  triangle  est 
le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 

100.  D'après  une  définition  précédente  (n°  97),  une 
conique  G  est  harmoniquement  circonscrite  à  une  conique  F 
quand  il  existe  un  triangle  ï  inscrit  à  G  et  conjugué  à  F,  et  il 
en  existe  alors  une  infinité.  Or  nous  avons  vu  (n"  85)  qu'on 
pouvait,  par  polaires  réciproques,  transformer  l'une  en  l'autre 
les  coniques  G  et  F  :  les  triangles  T  considérés  se  transfor- 
ment ainsi  en  triangle  T'  circonscrits  à  F  et  conjugués  à  G. 
Ainsi  donc  : 

Une  conique  G,  harmoniquement  circonscrite  à  une 
conique  F,  peut  être- considérée  soit  comme  circonscrite  à  des 


(')  CiiASLES,  Tr.  des  sect.  con.,  p.  i4o. 
{")  T'oir  la  Note  du  n°  69. 
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triangles  conjugués  à  F,  soU  compte  conjuguée  à  des  triangles 
circonscrits  à  F  (  *  ). 

On  dit  encore  que  F  est  harmoniquement  inscrite  à  C. 

101 .  Des  trois  théorèmes  du  n^  99  on  déduit  le  suivant  : 

Si  G  et  C  sont  deux  coniques,  l' une  inscrite  et  l'autre  cir- 
conscrite à  un  triangle  T,  les  sommets  de  ce  triangle  et  ceux 
du  triangle  conjugué  commun  à  C  ef  à  C  sont  six  points 
d'une  même  conique. 

Soit,  en  effet,  T'  un  des  triaqgles,  autres  que  T,  circonscrits 
à  C  et  inscrits  à  C  ;  ii  existe  une  conique  F  conjuguée  à 
la  fois  aux  triangles  T  et  T'.  Il  est  bien  évident  que,  par 
polaires  réciproques  relativement  à  F,  les  deux  coniques  C  et 
C  se  transformeront  l'une  en  l'autre;  il  en  résulte  que  le 
triangle  conjugué  à  la  fois  à  ces  deux  coniques  est  aussi  con- 
jugué à  F;  par  suite,  les  sommets  de  ce  triangle  et  ceux  du 
triangle  T  sont  bien  sur  une  même  conique. 

Supposons,  par  exemple,  que  C  et  C  soient  des  coniques 
ayant  les  mêmes  axes  ;  leur  centre  commun  et  les  points  à 
l'infini  des  axes  sont  alors  les  sommets  du  triangle  conjugué 
commun  à  ces  coniques.  Par  suite,  on  pourra,  par  leur  centre 
et  par  les  sommets  du  triangle  T,  faire  passer  une  hyperbole 
équilatère  d'asymptotes  parallèles  aux  axes  communs,  c'est- 
à-dire  une  hyperbole  d'Apollonius  relative  à  C  ;  par  suite, 
les  normales  à  C  aux  sommets  du  triangle  T  seront  concou- 
rantes. Ainsi  : 

C  et  C  étant  deux  coniques  concentriques,  à  axes  paral- 
lèles, s'il  existe  des  triangles  circonscrits  à  £,  et  inscrits  à  C, 
les  trois  normales  menées  à  C  aux  sommets  de  l'un  de  ces 
triangles  sont  concourantes. 

Examinons  encore  le  cas  où  deux  des  sommets  du  triangle 
conjugué  commun  à  C  et  à  C  sont  les  points  cycliques  :  C  et  C 
sont  alors  deux  hyperboles  équilatères  concentriques,  et  l'on 

C)  Salmon,  Secl.  con.,  p.  326.  —  Cremo.na,  Introd.,  p.  87. 
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voit  quO  le  cw^le  circonscrit  au  triangle  T  passe  par  leur 
centre  commun.  D'ailleurs,  ce  cercle  est  circonscrit  à  une 
infmilé  de  triangles  circonscrits  à  l'hyperbole  C:  l'un  d'eux 
a  pour  côtés  les  deux  asymptotes  de  celte  conique  ;  le  troi- 
sième côté  de  ce  triangle  touche  donc  C  en  son  milieu,  qui 
est  précisément  le  centre  du  cercle  considéré.  L'hyperbole  C 
est  donc  le  lieu  des  centres  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  inscrits  à  C  et  circonscrits  à  C  ('). 

102.  Soient  C  et  C  deux  coniques  harmoniquement  cir- 
conscrites à  une  troisième  T,  a  un  de  leurs  points  communs 
et  A  sa  polaire  par  rapport  à  T.  Cette  droite  coupe,  par  hypo- 
thèse, C  et  C  en  des  points  conjugués  à  T.  L'involution  déter- 
minée sur  A  par  les  coniques  du  faisceau  ponctuel  auquel 
appartient  C  et  C,  comprenant  ainsi  deux  couples  de 
points  homologues  conjugués  à  F,  il  en  est  de  même  de  tous 
les  couples  de  points  homologues  de  cette  involution.  Autre- 
ment dit,  toutes  les  coniques  du  faisceau  ponctuel  déterminé 
par  C  et  C  sont  circonscrites  à  un  triangle  de  sommet  a, 
conjugué  à  F  :  toutes  ces  coniques  sont  donc  harmonique- 
ment circonscrites  à  F.  Ainsi: 

Lorsque  deux  coniques  d'un  faisceau  ponctuel  sont  har- 
moniquement circonscrites  à  une  même  conique,  il  en  est  de 
même  de  toutes  les  coniques  de  ce  faisceau. 

Celles  de  ces  coniques  qui  sont  formées  de  droites  sont 
alors  constituées  par  deux  droites  conjuguées  à  F.  On  voit 
ainsi,  en  particulier,  que  : 

Si  deux  des  couples  de  côtés  opposés  d'un  qaadrangle  sont 
formés  de  droites  conjuguées  à  une  même  conique.,  il  en  est 
de  même  du  troisième. 

Du  théorènie  général  qui  précède,  il  résulte  que  toutes  les 
coniques  circonscrites  à  un  triangle  abc  et  harmoniquement 


(')  Ces  considérations  permettaient  de  résoudre  avec  élégance  le  problème 
proposé  en  1896  au  Concours  général  {Nouvelles  Annales,  3'  série,  t.  XV, 
i8g6,  p.  566). 
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circonscrites  à  une  conique  T  passent  par  un  quatrième  point 
fixe  d.  Les  droites  a/>  et  cû?,  par  exemple,  sontalorsconjuguées 
à  r  ;  autrement  dit,  la  droite  cd  passe  parle  pôle  y  de  la  droite 
ab.  On  en  déduit  que  : 

Deux  triangles  tels  que  les  côtés  de  l' un  soient  les  polaires 
des  sommets  de  l'autre  par  rapport  à  une  même  conique  sont 
homologiques. 

103.  Ainsi  donc,  si  C  et  G'  sont  deux  coniques  iiarmonique- 
ment  circonscrites  à  une  troisième  F,  leurs  cordes  communes 
sont  deux  à  deux  conjuguées  à  F.  En  particulier,  si  C  et  C' 
sont  bitangentes,  leur  corde  de  contact  est  sa  propre  conju- 
guée; autrement  (lit,  elle  touche  F.  On  en  déduit,  par  exemple, 
l'énoncé  suivant  : 

A  deux  triangles  inscrits  à  une  même  conique  on  circon- 
scrit deux  coniques  bitangentes  entre  elles  :  l'enveloppe  de 
leur  corde  commune  est  la  conique  conjuguée  à  la  fois  à  ces 
deux  triangles. 

Si  C  etC  sonlhomothéliques,  la  droite  qui  joint  leurs  points 
communs  à  di&tance  finie  passe  par  le  centre  de  F.  Par 
exemple,  si  deux  cercles  sont  harmoniquement  circonscrits 
à  F,  leur  axe  radical  passe  par  le  centre  de  cette  conique  ;  ce 
point  a  donc  même  puissance  par  rapport  à  tous'  les  cercles 
harmoniquement  circonscrits  à  F  ;  autrement  dit,  ceux-ci 
coupent  orlhogonalement  un  cercle  fixe  concentri(|ue  à  cette 
conique.  Ce  cercle  est  é^-jidemment  le  lieu  des  centres  des 
cercles  points  harmonif|uement  circonscrits,  c'est-à-dire  des 
points  communs  aux  droites  isotropes  conjuguées  à  F:  c'est 
donc  (n"  86)  le  cercle  orthoptique  de  cette  conique;  d'où 
l'énoncé  suivant  dû  à  M.  Faure  (')  : 

Les  cercles  harmoniquement  circonscrits  à  une  conique  en 
coupent  orthogonalement  le  cercle  orthoptique. 

La  donnée  d'un  triangle  conjugué  à  une  conique  équivalant 

(')  1-ACiiE,  l^ouv.  Ann.  de  Math.,  t.  XtX,  p.  234. 


EXTENSION  AUX  CONES  DU  SECOND  DEGRÉ.  77 

à  trois  conditions  linéaires  imposées  à  celte  conique,  il  existe 
toujours  un  cercle  unique  conjugué  à  un  triangle.  Le  cercle 
conjugué  à  un  triangle  circonscrit  à  une  conique  étant  (n"  100) 
harmoniquement  circor)scrit  à  celte  conique,  il  résulte  du 
théorème  précédent  que  : 

Le  liea  des  centres  des  coniques  inscrites  à  un  triangle  et 
telles  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  axes  ait  une  valeur 
donnée  est  un  cercle  dont  le  ^centre  est  l' orthocentre  du 
triangle  ('). 

En  pariiculier, . 

Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  inscrites  à  un 
triangle  est  le  cercle  conjugué  à  ce  triangle. 

lOi.  Aux  théorèmes  du  n°  102  correspondent,  par  dualité, 
des  théorèmes  corrélatifs  ;  on  voit  en  particulier  que  : 

Si  deux  couples  de  sommets  opposés  d'un  quadrilatère 
sont  conjugués  à  une  conique,  il  en  est  de  même  du  troi- 
sième (^). 


Extension  aux  cônes  du  second  degré. 

105.  Soit  A  la  polaire  d'un  point  a  par  rapport  à  une 
conique  C;  considérons  un  cône  de  sommet  s  et  de  direc- 
trice C;  le  rapport  harmoni(|ue  étant  projectif,  on  voit  que 
toute  droite  issue  de  a  coupe  le  plan  sh.  au  point  conjugué 
de  a  par  rapport  à  ceux  où  cette. droite  rencontre  le  cône.  Le 
plan  s  A  est  appelé  plan  polaire  du  point  a  par  rapport  au 
Cône,  ou  encore /?/a«  diamétral  conj u gué  de  la  droite  sa,  car 
il  est  bien  évident  que,  lorsque  le  point  a  décrit  celte  droite, 
son  plan  polaire  reste  invariable.  Réciproquement,  tout  plan 
issu  de  s  admet  un  diamètre  conjugué. 

En  joignant  le  sommet  s  aux  sommets  d'un  triangle  con- 


(  '  )  Théorème  dû  à  Steiner. 

(^)  Hesse,  Journal  de  Crelle,  t.  XX,    18^0,  p.  3oï. 
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jugué  à  C,  on  obtient  un  trièdre  conjugué t^n  cône:  chacune 
de  ses  arêtes  est  le  diamètre  conjugué  de  la  face  opposée. 

Si  la  conique  C  est  rombilicale,  le  cône  correspondant  est 
un  cône  isotrope':  ses  trièdres  conjugués  sont  trirectangles. 

106.  Les  propriétés  obtenues  aux  n°*  97-99  permettent 
d'énoncer  des  théorèmes  relatifs  aux  trièdres  conjugués  à  un 
cône.  On  voit  ainsi,  par  exemple,  que  : 

Etant  donnés  deux  cônes  de  même  sommet,  s'il  existe  un 
trièdre  inscrit  au  premier  et  conjugué  au  second,  il  en  existe 
une  infinité. 

En  particulier,  si  le  second  cône  est  isotrope,  on  voit  que  : 

Si  un  cône  passe  par  les  arêtes  d'un  trièdre  trireciangle,  il 
est  capable  d'une  infinité  de  tels  trièdres. 

Un  tel  cône  est  dit  équilatere. 

Si  c'est,  au  contraire,  le  premier  des  cônes  considérés  dans 
l'énoncé  précédent  qui  est  isotrope,  on  trouve  que: 

S' il  existe  un  trièdre  trirectangle  circonscrit  à  un  cône  du 
second  degré,  il  en  existe  une  infinité. 

107.  De  même,  de  ce  que  deux  coniques  d'un  même  plan 
n'admettent  en  général  qu'un  triangle  conjugué  commun,  on 
déduit  que  deux  cônes  de  même  sommet  ont  en  général  un 
seul  trièdre  conjugué  commun.  Si  ces  deux  cônes  sont  bilan- 
gents,  ils  admettent  une  infinité  de  trièdres  conjugués 
communs,  dont  une  des  faces  est  déterminée  par  les  arêtes 
de  contact,  l'arête  opposée  étant  le  diamètre  conjugué  de  cette 
face. 

Si  l'un  des  cônes  considérés  est  isotrope,  on  voit  ainsi 
que  : 

//  n'existe  généralement  qu'un  trièdre  trirectangle  con- 
jugué à  un  cône  du  second  degré. 

Les  plans  des  faces  de  ce  trièdre  sont  évidemment  des 
plans  de  symétrie  du  cône,  puisqu'ils  partagent  en  parties 
égales  les  cordes  normales  à  chacune  de  ces  faces. 
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Si  le  cône  considéré  est  bitangent  au  cône  isotrope  de  même 
sommet,  et  dans  ce  cas  seulement,  il  est  conjugué  à  une 
infinité  de  trièdres'  trireclangles  ayant  une  arête  commune. 
Les  plans  normaux  à  cette  arête  coupentalors  le  cône  suivant 
des  coniques  dont  les  axes  sont  indéterminés,  c'est-à-dire 
suivant  des  cercles  :  le  cône  est  donc  de  révolution.  Ainsi: 

Un  cône  de  révotulion  est  hitangenl  au  cône  isotrope  de 
même  sommet,  et  réciproquement. 
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Pôles  et  plans  polaires:  108-110.  Définitions  et  propriétés  des  pôles  et  des  plans 
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Intersection  (Je  deux  quadriques  :  114-115.  Déteriiination  des  qaadriques  par 
des  points  ou  des  plans  tangents.  —  116.  Génératrices  communes.  — 
117-118.  Quadriques  bitangontes  et  inscrites  l'une  à  l'autre. 

FaiseeoMX  et  réseaux  de  quadriques  :  ild-liO.  Quadriques  d'un  faisceau  ponc- 
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d'une  droite  par  rapport  aux  quadriques  d'un  faisceau.  —  133.  Centres  des 
quadriques  d'un  faisceau  pcmctuel.  —  135.  Cubique  des  normales. 

Quadriques  karmoniquement  .circonscrites  et  inscrites:  136-137.  Définitions. 
—  138-139.  Théorème  de  liesse  et  application.  —  140.  Hyperboloïdes  équila- 
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146-157.  Cubiques  gauches  harmoniquetnent  circonscrites  à  une  quadrique. 


Pôles  et. plans  polaires. 

108.  Lorsque  deux  points  divisent  harmoniquement  une 
corde  d'une  quadrique,  ils  sont  dits  conjugués  à  cette  sur- 
face. 

Le  lieu  des  conjugués  d'un  point  par  rapport  a  une  qua- 
drique est  un  plan. 
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Soit,  en  effet,  Q  une  quadrique  quelconque.  Par  le  point 
donnéa,  menons  un  plan  quelconque  quicoupe  laquadriqueQ 
suivant  une  conicjue  G.  Les  points  du  lieu  situés  dans  ce  plan 
sont  évidemment  ceux  de  la  polaire  du  point  a  relativement 
àC. 

D'ailleurs,  si  G  désigne  la  section  de  Q  par  un  autre  plan 
issu  du  pointa,  les  polaires  de  ce  point  par  rapport  aux  deux 
coniques  G  et  G'  sont  dans  un  même  plan,  car  elles  passent 
toutes  deux  par  le  conjugué  du  point  a  situé  sur  la  droite 
commune  aux  plans  de  G  et  de  G'.  Il  en  résulte  que  les  points 
du  lieu,  appartenant  à  un  plan  quelconque  issu  de  a,  sont 
ceux  d'une  droite  qui  rencontre  les  deux  polaires  précédentes; 
le  lieu  est  donc  constitué  par  le  plan  de  ces  polaires.  Ge  plan 
est  appelé  le  plan  polaire  (*)  du  point  a  relativement  à  Q.  Le 
cône  de  sommet  a,  qui  admet  pour  directrice  la  conique  sui- 
vant laquelle  la  quadrique  Q  coupe  le  plan  polaire  de  a,  est 
évidemment  circonscrit  à  Q  le  long  de  celte  coniqde. 

Lorsque  le  pointa  est  sur  la  quadrique  Q,  ses  polaires  par 
rapport  aux  coniques  de  Q  dont  les  plans  passent  par  a  sont 
tangentes  en  a  à  ces  coniques;  le  plan  polaire  de  ce  point 
devient  alors  le  point  tangent  à  Q  en  a. 

La  démonstration  précédente  s'applique  tant  que  Q  est  une 
quadrique  véritable,  c'est-à-dire  n'est  ni  une  conique,  ni  un 
cône.  Dans  ce  dernier  cas,  elle  ne  tombe  d'ailleurs  en  défaut 
que  si  le  point  a  est  le  sommet  du  cône:  son  plan  polaire  est 
alors  indéterminé. 

109.  Corrélativement,  lorsque  deux  plans  divisent  harmoni- 
quement  le  dièdre  formé  par  les  deux  plans  tangents  menés 
à  une  quadrique  par  leur  intersection,  ils  sont  dits  conjugués 
à  cette  surface.  Le  théorème  précédent  a  donc  pour  corrélatif 
le  suivant  : 

Les  plans  conjugués  d'un  plan  fixe  par  rapport  à  une 
quadrique  sont  concourants. 

Leur  point  commun  est  appelé  le  pâle  du  plan  fixe.  On  voit 

(  '  )  C'est  MoNGE  qui,  daûs  sa  Géométrie  descriptive,  a  étendu  aux  quadriques 
la  théorie  des  pules,  que  La  Hire  avait  inventée  pour  les  coniques. 

D.  6 
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t|uc,  !);ii   ia|)|)url  à  une  (|iuulrique  véritable,  tout  plan  a  un 
pôle  bien  déterminé. 

1 10.  Soient  donc  :  Q  une  telle  quadrjque  ;  P  un  plan  quel- 
conque qui  coupe  Q  suivant  une  conique  C;  enfin  abc  un 
triangle  conjugué  à  C. 

Le  plan  polaire  de  chacun  des  points  «,  h,  c  passe  évidem- 
ment par  les  deux  autres  :  soit/?  le  point  commun  à  ces  trois 
plans  polaires,  et  soient  [3  et  y  les  points  où  Q  coupe  la  droite  a/j. 
Les  plans  tangents  à  Q  issus  de  bc  doivent  (n°  108)  tou- 
cher Q  en  des  points  situés  à  la  fois  dans  des  plans  polaires 
des  points  ^  et  c  :  ce  sont  donc  les  plans  bc'^  et  bcy.  D'autre 
part,  les  points  act/?  divisant  harmoniquement  le  segment  Py, 
les  plans  bca  et  6ry9  divisent  liarmoniquement  le  dièdre  formé 
par  les  plans  bc'^  et  bcy;  le  plan  bcp  est  donc  conjugué  du 
plan  P  par  rapporta  Q;  il  en  est  de  même  desplanscrt/>eta6/); 
le  point  yo  est  donc  le  pôle  du  plan  P,  d'après  la  définition 
précédente.  Les  points  a,  b  el  c  étant  conjugués  de  p  rela- 
tivement à  Q,  on  voit  d'ailleurs  que  P  est  le  plan  polaire  du 
point/?.  Ainsi  : 

Le  pâle  du  plan  polaire  d'un  point  est  ce  point  lui-même. 
On  voit  en  même  temps  que  : 

Les  plans  polaires  des  points  d'un  plan  passent  par  le  pôle 
de  ce  plan, 

et  (|iie  : 

I^es  pôles  des  plans  issus  d'un  point  sont  dans  le  plan  polaire 
de  ce  point. 

Il  l.  On  en  déduit  immédiatement  que,  si  un  point  appar- 
tient à.  la  fois  à  deux  plans,  son  plan  polaire  passe  par  les 
pôles  de  ces  plans  ;  autrement  dit  : 

Les  plans  polaires  des  points  d'une  droite  ^  passent  par  une 
droite  A'  qui  est  aussi  le  lieu  des  pôles  des  plans  issus  de  A. 

Les  droites  A  cl  A'  sont  donc  réciproques,  elles  sont  dites 
I  nri/u,iri'('es  à  la  quadrique.  Puisque  le  plan  polain;  de  tout 
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point  de  A  passe  par  A',  on  voit  que  tout  plan  P  issu  de  A' 
coupe  A  en  un  point  qui  est  le  pôle  de  A*  par  rapport  à  la 
conique  suivant  laquelle  le  plan  P  coupe  la  quadrique  Q, 
Donc: 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  fixe  par  rapport  aux  coniques 
d'une  quadrique  dont  les  plans  passent  par  cette  droite  est 
sa  droite  conjuguée. 

Le  tétraèdre /;a^c  considéré  dans  le  numéro  précédent  est 
dit  conjugué  à  Q  ;  ses  sommets  sont  deux  à  deux  conjugués  à 
cette  quadrique,  ainsi  que  ses  faces  et  ses  arêtes  opposées. 
Chacune  de  ses  faces  est  un  triangle  conjugué  à  la  conique 
suivant  laquelle  son  plan  coupe  Q.  Enfin,  chacun  de  ses 
trièdres  est  conjugué  au  cône  circonscrit  à  Q  issu  du  sommet 
de  ce  trièdre.  Ce  trièdre  est  également  dit  conjugué  à  la  qua- 
drique; chacune  de  ses  arêtes  passe  parle  pôle  de  la  face 
opposée. 

112.  Le  pôle  du  plan  de  l'infini  est  appelé  le  centre  de  la 
quadrique  :  il  est  le  sommet  du  cône  asymptote,  enveloppe 
des  plans  tangents  à  la  iquadrique  en  ses  points  à  l'infini. 

Les  droites  issues  du  centre  sont  nommées  diamètres. 

On  voit,  comme  dans  le  cas  des  coniques  (n°78),  que  le 
centre  ainsi  défini  est  bien  un  centre  de  symétrie  de  la  sur- 
face. 

Dans  le  cas  où  eelle-ci  est  un  paraboloïde,  c'est-à-dire 
touche  le  plan  de  l'infini,  le  centre  devient  le  point  de  con- 
tact de  ce  plan  et  se  trouve  donc  rejeté  à  l'infinj. 

D'après  la  définition  du  centre,  un  trièdre  conjugué  au  cône 
asymptote  est  aussi  conjugué  à  la  quadrique  ;  ses  trois  arêtes 
forment  trois  diamètres  conjugués.  Le  pôle  d'une  face  do  ce 
trièdre  est  le  point  a  l'infini  de  l'arête  opposée.  Donc  : 

Le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  quadrique  parallèles  à 
une  même  direction  est  le  plan  diamétral  conjugué. 

Un  diamètre  et  la  droite  de  l'infini  du  plan  diamétral  con- 
jugué formant  deux  droites  conjuguées  à  la  quadrique,  on 
voit  encore  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  sections  d'une  quadrique  par  des 
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plans  parallèles  à  un  même  plan  diamétral  est  le  diamètre 
conjugué. 

On  voit  encore  que  les  axes  du  cône  asymptote  (n°  107)  sont 
des  axes  de  symétrie  de  la  quadi'ique.  Les  plans  qu'ils  déter- 
minent deux  à  deux  sont  les  trois  plans  principaux  de  cette 
surface.  Dans  le  cas  où  le  cône  asymptote  est  de  révolution, 
il  en  est  de  même  de  la  quadrique,  qui  est  alors  (n°  107)  bi- 
tangente  au  cercle  infini,  et  réciproquement.  Ainsi  : 

Les  quadriques  de  révolution  sont  bitangentes  à  l'ombi- 
licale, et  réciproquement. 

Enfin,  si  le  cône  asymptote  est  isotrope,  la  quadrique  est 
une  sphère,  et  trois  diamètres  conjugués  quelconques  forment 
alors  un  trièdre  irireclangle. 

113.  Nous  avons  vu  que,  étant  donnée  une  véritable  qua- 
drique, à  tout  point  correspond  (  n°  108)  un  plan  polaire  unique 
et  à  tout  plan  (n°  109)  un  pôle  unique;  enfin,  aux  points 
d'un  plan  correspondent  (n"  110)  dos  plans  concourants.  11  en 
résulte  qu'en  faisant  correspondre  à  tout  point  son  plan  po- 
laire, on  obtient  une  correspondance  corrélative  (n*>  59)  qui 
est  d'ailleurs  involutive  ;  on  l'appelle  transformation  par  po- 
laires réciproques. 

Nous  reviendrons  plus  tard  sur  cette  transformation  dont 
la  considération  nous  facilitera  dès  maintenant  (n°  122) 
l'exposé  d'un  certain  nombre  de  propriétés  des  quadriques. 

Intersection  de  deux  quadrignes. 

114.  L'équation  générale  d'une  surface  du  second  degré 
étapt  homogène  et  du  premier  degré  par  rapport  à  dix  coef- 
ficients arbitraires,  il  en  résulte  qu'une  telle  surface  est,  en 
général,  définie  par  la  donnée  de  neuf  points  quelconques.  Il 
suffit,  pour  cela,  que  les  neuf  équations  homogènes  linéaires 
auxquelles  doivent  satisfaire  les  dix  coefficients  admettent  un 
système  unique  de  solutions.  Elles  pouront  être  indétermi- 
nées dans  certains  cas. 

En  efifet,  la  donnée  de  huit  points  quelconques  d'une  qua- 
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drique  permettra  généralement  d'exprimer  les  dix  coefficients 
en  fonction  linéaire  et  homogène  de  deux  paramètres  va- 
riables 1  et  V,  de  sorte  que  son  équation  sera  de  la  forme 

/.Q_i-)/Q'z=0. 

Cette  quadrique  passera  donc  par  tous  les  points  communs 
aux  quadriques  représentées  par  les  équations 

Q=rO  et  Q' =r  G, 

qui,  comme  nous  le  savons  (n°  12),  appartiennent  à  une  bi- 
quadralique  gauche.  Donc  : 

Toutes  les  quadriques  'qui  passent  par  huit  points  con- 
tiennent généralement  une  biquadratique  gauche. 

La  donnée  de  sept  points  d'une  quadrique-permettrait  de 
même,  en  général,  de  la  mettre  sous  la  forme 

}.0-r->/Q'H->i"Q"=0, 

ce  qui  montre  que  celle  quadrique  doit  passer  par  tous  les 
points  communs  aux  quadriques 

Q=zo,         O'  =  o,         Q"  =  o, 

points  qui  sont  généralement  au  nombre  de  huit.  Donc: 

Toutes  les  quadriques  qui  passent  par  sept  points  passent 
généralement  par  un  huitième  (^). 

Ce  huitième  point  lui-même  sera  indéterminé,  si  les  sept 
points  considérés  sont  sur  une  même  cubique  gauche;  toutes 
les  quadriques  passant  par  ces  points  contiendront  alors  la 
cubique  gauche  ;  cela  résulte  du  n°  44. 

De  même,  toutes  les  quadriques  contenant  cinq  points  d'une 
conique,  ou  trois  points  d'une  droite,  contiendront  cette  co- 
nique ou  cette  droite. 

115.  Les  quadriques  se  transformant dualistiquement  (  n°  64) 


(')  Lamé,  Examen  des  différentes  méthodes  employées  pour  résoudre 
les  problèmes  de  Géométrie,  i8i8. 
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en  quadriques,  les  propriétés  précédentes  ont  pour  corréla- 
tives les  suivantes  : 

Toutes  les  quadriques  tangentes  à  huit  plans  en  touchent 
une  infinité^  qui  enveloppent  une  surface  déceloppabte  du 
quatrième  ordre^  l'ordre  d'une  surface  développable  étant  le 
nombre  des  plans  tangents  qu'on  peut  lui  mener  d'un  point 
arbitraire. 

Toutes  les  quadriques  tangentes  à  sept  plans  en  touchent 
généralement  un  huitième. 

116.  Comme  nous  l'avons  déjà  vu,  la  biquadratique  gauche 
commune  à  deux  quadriques  peut  se  décomposer  en  une 
droite  et  une  cubique  gauche;  lorsque  deux  quadriques  ont 
ainsi  une  génératrice  commune,  la  cubique  gauche  qui  con- 
stitue le  reste  de  leur*  intersection  coupe  d'ailleurs  en  deux 
points  la  génératrice  commune:  les  deux  quadriques  se 
touchent  évidemment  en  ces  deux  points. 

Lors(iuc  deux  quadriques  ont  en  commun  deux  génératrices 
d'un  mérne  système  A  et  B,  on  voit  aisément  que  le  reste  de 
leur  intersection  se  compose  de  deux  génératrices  de  l'autre 
système.  Soit,  en  efiet,  m  un  de  leurs  points  communs,  exté- 
rieur aux  droites  A  et  B  :  il  existe  une  droile  passant  par  m 
et  coupant  A  et  B  ;  celle-ci  ayant  trois  de  ses  points  situés 
sur  les  deux  quadriques  appartient  à  ces  deux  surfaces.  La 
propriété.annoncée  en  résulte. 

117.  La  biquadratique  gauche  peut  encore  se  décomposer 
en  deux  coniques,  chacune  de  celles-ci  pouvant  d'ailleurs  se 
décomposer  en  deux  droites.  Lorsque  deux  quadriques  ont 
ainsi  deux  coniques  communes,  elles  se  touclicul  évidem- 
ment aux  deux  points  oij  elles  coupent  toutes  deux  la  droile 
commune  aux  plans  de  ces  coniques. 

Réciproquement,  lorsque  deux  quadriques  se  touchent  en 
deux  points  a  et  b  n'appartenant  pas  à  une  même  géné- 
ratrice, elles  se  coupent  suivant  deux  coniques.  Soit,  en  e|îet, 
m  un  de  leurs  points  communs;  le  plan  mab  coupe  les  deux 
quadriques  suivant  des  coniques  qui  se  touchent  en  a  et  b,  et 
passent  de  plus  par  le  point  m,  c'est-à-dire  suivant  desco- 
niniips  rnnfondnes.  ce  nui  démontre  le  théorème. 
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Ce  llléorèllic  a  pour  corrôlalif  le  suivani  : 

fjorsque  deux  quadriques  se  louthenl  en  deux  poinls  n'ap- 
partenant pas  à  une  même  génératrice,  i enveloppe  de  leurs 
plans  tangents  communs  se  compose  de  deux  ct'mes  du  second 
degré. 

1 18.  Si  deux  quadriques  se  touchent  en  trois  points  a,  h  et  c 
dont  deux  n'appartiennent  pas  à  une  même  génératrice, 
elles  se  touchent  en  tous  les  points  d' une  conique. 

En  eiïet,  d'après  le  [)aiagraplie  précédeiii.  Ir  plan  abc  coiipi- 
les  deux  quadiif|ues  suivant  une  mémo  conir|uo  (1.  Soil  d'ail- 
leuis  /'  le  point  où  se  coupent  les  points  langcnls  à  la  lois  aux 
deux  (|uadri(|ues  aux  points  f?,  h  et  c.  ('e  point  est  le  pôle  du 
plan  abc  j)ar  rapport  aux  deux  (luadriques  :  le  cône  de  som- 
niel  p  et  de  hase  C  est  donc  circonscrit  à  ces  deux  surfaces  le 
long  de  la  conique  C. 

Faisceaux  et  réseaux  de  quadriques. 

llî).  Toutes  les  quadriques  (lui  passent  pai-  huit  points 
arbitraires  forment  un  faisceau  ponctuel  de  quadriques  qui 
(n°  lli)  contiennent  une  même  hiiiuadratique  gauche.  Par 
tout  point  de  l'espace,  extérieur  à  cette  courbe,  il  passe  une 
seule  quadrique  du  faisceau  ponctuel. 

Ces  diverses  quadriques  cou|ienl  évidemment  un  plan  quel- 
conque P  suivant  des  coni(|ues  circonscrites  à  un  mémcqua- 
drangle.  Trois  de  ces  coniques  sont  donc  formées  de  droites: 
les  trois  quadriques;  qui  conlienneni  chacune  un  decescouples 
de  droites  sont  tangentes  au  plan  considéré.  On  voit  "donc 
que  : 

Dans  tout  faisceau  ponctuel  de  quadriques,  il  en  existe  trois 
qui  touchent  un  plan  donné  arbitrairement. 

Si  le  plan  P  est  le  plan  de  l'infini,  on  voit  en  particulier 
(|ue: 

Tout  faisceau  ponctuel  de  quadriques  comprend  trois  para- 
boloïdes. 
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Les  trois  points  de  contact  avec  le  plan  P  sont  évidemment 
les  sommets  du  triangle  conjugué  commun  aux  coniques  sui- 
vant lesquelles  les  quadriques  en  question  coupent  ce  plan 
On  voit  donc  que  : 

Dans  tout,  plan^  il  existe  un  triangle  conjugué  commun 
aux  quadriques  d'un  faisceau  ponctuel. 

Si  le  plan  coupe  deux  des  quadriques  du  faisceau  suivant 
des  coniques  harmoniquement  circonscrites  à  une  même 
conique  F,  on  voit  encore  (n*"  102)  qu'il  en  est  de  même  des 
sections  de  toutes  les  quadriques  du  faisceau  par  le  plan  P.  Si 
la  conique  F  est  le  cercle  de  l'infini,  on  voit  ainsi  que  : 

Si  deux  des  quadriques  d'un  faisceau  ponctuel  sont  équi- 
latères,  il  en  est  de  même  de  toutes. 

On  nomme,  en  effet,  équilatère  toute  quadrique  dont  le 
cône  asymptote  est  équilatère. 

120.  Les  propriétés  précédentes  ont  pour  corrélatives  des 
propriétés  concernant  les  quadriques  tangentes  à  huit  plans 
arbitraires,  c'est-à-dire  appartenant  à  un  même  faisceau 
tangentiel. 

On  voit  ainsi  que  : 

Par  tout  point  de  l'espace.,  il  passe  trois  quadriques  d'un 
faisceau  tangentiel.  Les  plans  tangents  à  ces  trois  surfaces 
au  point  considéré  sont  les  faces  d'un  trièdre  conjugué  à  la 
fois  à  toutes  les  quadriques  du  faisceau. 

121.  Un  faisceau  ponctuel  de  quadriques  -est  évidemment 
défini  par  deux  quadriques,  celles-ci  pouvant  d'ailleurs  être 
des  cônes.  De  même,  un  faisceau  tangentiel  se  trouve  défini 
par  deux  quadriques,  qui  peuvent  d'ailleurs  être  constituées 
par  desconiqires. 

En  particulier,  le  cercle  de  l'infini  et  une  quadrique  quel- 
conque Q  définissent  un  faisceau  tangentiel  de  quadriques 
qu'on  appelle,  comme  nous  le  verrons  dans  la  suite,  qua- 
driques homofocales  à  Q. 
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De  cette  définition  résulte  immédiatement  que  : 

Par  tout  point  de  Vespace,  il  passe  trois  quadriques  d'un 
système  homofocal ;  elles  s'y  coupent  orthogonalement. 

En  effet,  les  plans  tangents  à  ces  trois  surfaces  au  point 
considéré  doivent  être  les  faces  d'un  trièdre  conjugué  au 
cercle  de  l'infini,  c'est-à-dire  d'un  trièdre  trirectangle.  Les 
arêtes  de  ce  trièdre,  qui  est  conjugué  à  la  fois  à  toutes  les 
quadriques  de  la  familie  considérée,  sont  donc  les  axes  des 
cônes  circonscrits  à  ces  surfaces  ('). 

« 

122.  La  transformation  par  polaires  réciproques  (n°  113) 
étant  une  transformation  corrélative,  il  en  résulte  (n°  62) 
que  si  l'on  considère  deux  quadriques  Q  et  Q',  il  doit  exister 
en  général  quatre  points  dont  les  plans  polaires  par  rapport 
à  Q  et  à  Q'  coïncident.  Soient  a  l'un  de  ces  points,  m  un  point 
commun  à  Q  et  à  Q',  ''nfin/?  le  point  où  la  droite  am  coupe 
le  plan  polaire  À  de  a  par  rapport  à  Q  oii  à  Q':  il  est  évident 
que  le  conjugué  harmonique  de  m.  par  rapport  aux  ])oints  a 
et  p  doit  être  à  la  fois  sur  Q  et  sur  Q'.  Ainsi  toute  droite 
issue  de  a  et  qui  rencontre  la  courbe  commune  à  Q  et  à  Q' 
coupe  cette  courbe  en  un  second  point.  Cette  courbe  F  étant 
du  quatrième  degré,  on  voit  donc  que  dans  tout  plan  issu 
de  a  il  n'existe  que  deux  génératrices  du  cône  de  sommet  a 
et  de  directrice, r.  Ce  cône  est  donc  du  second  degré.  Ainsi: 

Lorsqu" un  poinc  a  le  même  plan  polaire  relativement  à 
deux  quadriques^  il  est  le  sommet  d'un  cône  du  second  degré 
contenant  la  courbe  comm.une  à  ces  surfaces. 

La  réciproque  est  évidente. 

Le  pian  A  coupe  Q  et  Q'  suivant  des  coniques  qui  admettent 
généralement  un  seul  triangle  conjugué  commun,  ^yè.  Il  est 
bien  évident  que  le  plan  polaire  de  (3,  par  exemple,  est  le 
plan  ayâ  relativement  à  Q  ou  à  Q'.  Ainsi  : 

//  existe  généralement  quatre  cônes  du  second  degré  pas- 
('  )  CuASLES,  Aperçu  historique.  Note  XXXI. 
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sant  par  une  même  biquadratique  ;  ils  déterminent  un  té- 
traèdre conjugué  à  la  fois  à  toutes  Les  quadriques  qui  passent 
par  cette  courbe  ('  ). 

123.  Dans  cerliiius  cas  particuliers,  il  peut  y  avoir  plus  de 
quatre  points  qui  admettent  les  mêmes  plans  polaires  relaii- 
vement  à  deux  quadriques  (n°  62).  Nous  savons  (n°^  62,  55,  oG) 
que,  dans  ce  cas,  il  existeja  au  inoins  une  droite  A  telle  que 
tous  ses  points  admettent  les  mêmes  plans  polaires. 

Soient  a  et  ;3  les  points  où  A  coupe  Q:  leurs  plans  polaires 
par  rapport  à  Q  passent  par  ces  points  eux-mêmes;  comme  ils 
sont  aussi  les  plans  polaires  de  ces  points  relativement  à  Q', 
on  voit  donc  que  Q  et  Q'  sont  nécessairement  bitangentes  en 
a  et  3. 

Réciproquement,  lorsque  deuxquadriques  sont  bitangentes, 
il  est  bien  évident  que  tout  point  m  de  la  corde  de  contact  a,3 
a  le  même  plan  polaire  relativement  aux  deuxquadriques,  ce 
'plan  polaire  se  trouvant  délîrH  par  le  point  m',  conjugué  bar- 
monique  de  m  par  rapport  au  segment  a,3,  et  par  la  droite  A' 
où  se  coupent  les  plans  tangents  communs  en  a  et  en  (3.  Sur 
cette  droite  A',  il  existe  d'ailleurs  deux  points  admettant  les 
mêmes  plans  polaires  par  rapport  à  Q  et  à  Q':  ces  points  sont 
les  points  doubles  de  l'involution  déterminée  sur  A'  par  les 
deux  couples  de  points  où  celte  droite  coupe  Q  et  Q'.  Ces 
points  sont  les  sommets  de  deux  cônes  du  second  degré  qui 
passent  par  les  deux  coniques  d'intersection  de  Q  et  de  Q'. 
Ainsi  : 

Lorsque  deux  coniques  se  coupent  en  deux  points^  il  existe 
deux  cônes  du  second  degré  qui  les  contiennent. 

Si  les  quadriques  Q  et  O'  passent  par  les  côtés  d'un  même 
quadrilatère  gauche,  les  diagonales  de  ce  dernier  sont  des 
cordes  de  contact  des  deux  (luadriques;  les  points  de  ces 
diagonales  admettent  donc  lo  même  plan  polaire  relative- 
ment à  ces  deux  surfaces. 

Kufin,  si  Q  et  Q'  se  touchent  en  tous  les  points  d'une  courbe 
plane,  tous  les  points  du  plan  de  cette  courbe  jouissent  de  la 
propriété  en  question. 

(')  l'oxciiLET,  Traite  lies  prop.  proj..  Ail.  (ilo. 
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12i.  Le  dernier  théorème  du  n"  121  a  i)Our  corrélatif  la 
propriété  suivante: 

Les  plans  tangents  communs  à  deux  quadriques  sont  géné- 
ralement tangents  à  quatre  coniques  dont  les  plans  sont  les 
faces  d'un  tétraèdre  conjugué  à  la  fois  à  ces  deux  qua- 
driques ('). 

D';\près  la  proniière  propriété  énoncée  au  n°  \12,  les  som- 
mets de  ce  tétraèdre  sont  d'ailleurs  les  sommcis  des  cônes 
circonscrits  aux  deux  quadriques. 

'  Jl  n'y  a  d'excieption  que  si  les  deux  quadriques  considérées 
sont  bitangentes  ;  leurs  plans  tangents  communs  enveloppent 
alors  (n°  117)  deux  cônes  du  second  degré  bitangents,  qui  se 
coupent  suivant  deux  coniques. 

12o.  Si  l'on  considère  les  traces  des  quadriques  d'un  fais- 
ceau ponctuel  sur  un  pian  langent  à  l'un  des  cônes  de  ce  fais- 
ceau, on  a  évidemment  des  coniques  bitangentes;  car  l'une 
d'elles,  intersection  du  plan  et  du  cône  considérés,  se  com- 
pose d'une  droite  double. 

Récipro([uement,  pour  qu'un  plan  coupe  les  quadriques 
d'un  faisceau  ponctuel  suivant  des  coniques  bitangentes,  il 
faut  que  l'une  de  ces  coniques  se  compose  d'une  droite 
double,  et,  par  suite,  que  l'une  des  quadriques  du  faisceau 
tangentes  au  plan  considéré  soit  un  cône. 

Corrélativement,  étant  donné  un  faisceau  tangenliel  de 
quadriques,  si  l'on  considère  un  point  d'une  des  coniques  de 
ce  faisceau,  les  cônes  circonscrits  aux  quadriques  et  issus  de 
ce  point  sont  bitangents,  et  réciproquement. 

Considérons  en  i)articulier  une  famille  {\o  quadriques  ho- 
mofocales,  c'est-à-dire  un  faisceau  tangentiel  déterminé  par 
une  quadrique  quelconque  Q  et  le  cercle  de  l'infini.  Le  plan 
de  l'infini  est  donc  alors  une  des  faces  du  tétraèdre  conjugué 
à  la  fois  à  ces  quadriques,  et  les  trois  sommets  de  celte  face 
devant  former  un  triangle  conjugué  à  la. fois  à  Q  et  au  cercle 
de  l'infini  sont  les  points  à  l'infini  des  axes  de  Q  (n°  112). 

(')  POiNCELEï,>/e//iot/e  sur  les  polaires  réciproques  {^Joum.  de  Crelle, 
1S29). 
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Ainsi: 

Les  quadriques  d'une  famille  homofocalè.  ont  les  mêmes 
axes. 

Outre  le  cercle  de  l'infini,  celte  famille  comprend  trois  co- 
niques situées  dans  les  trois  plans  principaux.  On  les  nomme 
les  focales  des  quadriques  considérées,  et  tout  point  de  ces 
courbes  est  désigné  sous  le  nom  <\q  foyer  (^). 

D'après  la  remarque  faite  au  début  de  ce  paragraphe,  on 
voit  que  les  cônes  circonscrits  aux  quadriques  et  issus  d'un 
foyer  sont  bitangents  entre  eux.  Ils  sont  donc,  en  particulier, 
bitangents  au  cône  issu  de  ce  foyer  et  passant  par  le  cercle  de 
l'infini;  ces  cônes  sont  donc  de  révolution.  On  peut  encore 
dire  que  le  cône  isotrope  issu  d'un  foyer  est  bitangent  à  toutes 
les  quadriques  considérées.  On  voit  donc  que  : 

Les  focales  d'une  quadrique  sont  le  lieu  des  sommets  des 
cônes  isotropes  bitangents  à  cette  surface,  ou  encore  le  lieu 
des  sommets  des  cônes  de  révolution  qui  lui  sont  circonscrits. 

On  voit  en  particulier  que  le  lieu  des  sommets  des  cônes 
de  révolution  qui  passent  par  chaque  focale  se  compose  des 
deux  autres  (-). 

Dans  le  cas  où  la  quadrique  est  de  révolution,  c'est-à-dire 
bitangente  au  cercle  de  l'infini,  elle  n'admet  qu'une  focale, 
intersection  des  deux  cônes  isotropes  circonscrits  à  cette 
quadrique.  Les  sommets  de  ces  cônes  sont  nommés  les  foyers 
principaux  de  la  quadrique  :  ce  sont  évidemment  les  foyers 
de  la  méridienne  situésjiur  l'axe  de  révolution. 

126.  On  peut  étendre  aux  quadriques  un  grand  nombre  de 
propriétés  des  coniques. 
Par  exemple,  toutes  les  quadriques  d'un  faisceau  ponctuel 


(  '  )  Les  loyers  des  quadriques  onl  été  considérés  ijour  la  pri-iuicre  fois  par 
CuASLES  {^Aperçu-historique,  Note  XXXI).  Les  focales  avaient  déjà  été  obte- 
nues par  Steiner  {Journal  de  Crelle,  1820)  comme  le  lieu  des  sommets  des 
cônes  de  révolution  circonscrits. 

(-)  Les  propriétés  des  foyers  d'une  conique  situés  dans  l'espace  sont  dues  à 
Gh.  DupiN  {Corresp.  sur  l'École  Polytechnique,  180^). 
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déterminent  évidemment  une  involution  sur  une  droite  quel- 
conque. Les  points  doubles  de  celte  involution  sont  conju- 
gués à  la  fois  à  toutes  ces  quadriques,  et  l'on  voit  ainsi  que, 
si  deux  points  sont  conjugués  en  même  temps  à  deux  des 
quadriques  d'un  faisceau  ponctuel,  ils  le  sont  à  toutes.  Au- 
trement dit  : 

Les  plans  polaires  d' un  point  fixe  relativement  aux  qua- 
driques d'un  faisceau  ponctuel  passent  par  une  même  droite. 

Corrélativement  : 

Les  pôles  d'un  même  plan  par  rapport  aux  quadriques 
d'un  faisceau  tangentiel  sont  en  ligne  droite. 

Cette  droite  contient  en  particulier  les  pôles  du  plan  consi- 
déré par  rapport  aux  quatre  coniques  appartenant  au  fais- 
ceau. En  particulier,  si  l'on  considère  des  coniques  homofo- 
cales,  le  lieu  des  pôles  du  plan  fixe  contient  le  pôle  de  ce 
plan  par  rapport  au  cercle  de  l'infini  ;  autrement  dit  : 

Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  par  rapport  aux  quadriques 
d'un  système  homofocal  est  une  droite  normale  à  ce  plan. 

Enfin,  si  le  pian  que  l'on  considère  est  le  plan  de  l'infini, 
on  voit  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  quadriques  d' un  faisceau  tangentiel 
est  une  droite  qui  passe  par  les  centres  des  quatre  coniques 
de  ce  faisceau. 

127.  On  dit  que  les  quadriques  qui  passent  par  sept  points 
forment  un  réseau  ponctuel.  Nous  avons  déjà  vu  (n°  114)  que 
ces  quadriques  passent  par  un  huitième  point  fixe,  qui  peut 
se  déduire  de  sept  points  donnés.  On  peut  évidemment  dé- 
terminer une  quadrique  du  réseau  par  la  donnée  de  deux 
autres  points  arbitraires. 

Lorsque  quatre  quadriques  appartiennent  à  un  même  ré- 
seau ponctuel,  la  biquadratique  commune  à  deux  d'entre 
elles  et  la  biquadratique  commune  aux  deux  autres  sont  sur 
une  même  quadrique,  et  réciproquement. 
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Considérons,  en  efîet,  la  quadrique  du  réseau  qui  passe 
par  deux  points  arbitrairement  choisis  sur  les  deuxbiquadra- 
ti(|ues  en  question  :  elle  contient  évidemment  ces  deux 
courbes,  puisqu'elle  passe  par  neuf  points  de  chacune  d'elles. 
Réciproquement,  si  deux  biquadratiques  gauches  sont  sur 
une  même  biquadrique,  elles  se  coupent  évidemment  en  huit 
points  communs  à  la  quadrique  considérée  et  à  toutes  les 
quadriques  qui  passent  par  l'une  ou  l'autre  des  biquadra- 
tiques. 

128,  Il  résulte  de  ce  théorème  que  : 

Si  deux  points  a  et  b  sont  conjugués  à  la  fois  à  trois  qua- 
driques Qi,  Qo  et  Qj  d'un  réseau  ponctuel,  ils  le  sont  à  toutes 
les  quadriques  de  ce  réseau. 

Soit,  en  effet,  Q;  une  quadrique  quelconque  du  réseau  : 
d'après  le  théorème  précédent,  il  existe  une  quadrique  Q 
appartenant  à  la  fois  aux  deux  faisceaux  ponctuels  (Q,,  Q2)et 
(QziQi).  Les  points  a  et  b  conjugués  à  Qi  et  Q.,  le  sont  donc 
(n°  12G)  à  Q  ;  et  puisqu'ils  sont  conjugués  à  la  fois  à  ()  et 
à  Q3  ils  le  sont  aussi  à  Q,.  On  en  déduit  que  : 

Les  plans  polaires  d'un  point  fixe  relativement  aux  qua- 
driques d'un  réseau  ponctuel  passent  par  un  même  point. 

Corrélativement  : 

Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux  qua- 
driques d' un  réseau  tangentiel  est  un  plan. 

En  particulier  : 

Le  lieu  des  centres  des  quadriques  d' un  réseau  tangentiel 
est  un  plan  (  '  ). 

l'29.  Le  théorème  du  n°  127  a  des  apjtlications  intéres- 
santes. On  en  déduit  immédiatement  que: 

Si  quatre  quadriques  sont  telles  que  la  biquadratique  corn- 

(')  Gergonnk,  Annales  de  Malhémaliques,  t.  XV[I,  p.  200. 
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munc  à  deux  d'entre  elles  ff  la  hiqnadi ntn^in-  cnmrDiine  hu.t 
deux  autres  soient  sur  une  /nr/nc  quadriqui%  il  en  est  de  nii'nK' 
quelle  que  soit  la  manière  de  grouper  deux  à  deux  ces  ijuain- 
surfaces  ('). 

Supposons,  par  exemple,  que  doiiv  des  quadiiques  consi- 
dérées se  composent  chacune  de  deux  plans.  On  voil  alois 
que  : 

Si  deux  quadriques  Q,  et  ().,  sont  bilangerUes  à  une  troi- 
sième Q,  les  plans  des  coniques  suivant  lesquelles  Q  coupe  Qj 
et  Qi  étant  respectivement  Ai  et  B,,  A^  et  Bj,  il  existe  une 
quadrique  bitangente  à  Qi  et  Qj,  et  passant  par  les  coniques 
d'intersection  de  Q,  par  les  plans  A-i  et  B;,  et  de  (^i  par  les 
plans  Al  et  Bi- 

130.  En  considérant  les  sections  par  un  même  plan  des 
quatre  quadriques  envisagées  dans  le  théorème  général  du 
paragraphe  précédent,  on  obtient  un  théorème  analogue  de 
Géométrie  plane  : 

Si  quatre  coniques  sont  telles  qu'il  existe  une  conique  pas- 
sant par  les  points  communs  à  deux  d'entre  elles  et  par  les 
points  communs  aux  deux  autres^  il  en  est  de  même  quelle 
que  soit  la  manière  de  grouper  ces  coniques. 

Examinons  en  particulier  le  cas  où  deux  des  quatre  co- 
niques considérées  se  composent  de  droites  doubles  :  nous 
avons  alors  la  propriété  suivante: 

Si  deux  coniques  C  et  C  sont  bitangentes  à  une  IrobièmeV , 
les  cordes  de  contact  étant  respectivement  D  et  I)',  il  existe  une 
conique  Y'  bitangente  à  C  et  à  C,  les  cordes  de  contact  étant 
respectivement  D'  e^  D. 

131.  Aux  propriétés  des  numéros  précédents  correspon- 
dent évidemment  des  propriétés  corrélatives.  Oceupons-nous 
d'abord  des  propriétés  relatives  aux  coniques. 


C)  Chasles,  Comptes  rendus,  1860. 
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On  voit  que  : 

Si  quatre  coniques  sont  telles  que  le  faisceau  tangentiel  dé- 
terminé par  deux  d'entre  elles  et  le  faisceau  tangentiel  déter- 
miné par  les  deux  autres  admettent  une  conique  commune,  il 
en  est  de  même  quelle  que  soit,  la  manière  de  grouper  deux  à 
deux  ces  coniques. 

Si  l'on  suppose  que  l'une  des  coniques  considérées  soit 
formée  par  les  points  cycliques,  on  voit  ainsi  que  : 

Si  trois  coniques  sont  telles  que  Vune  d elles  soit  homofocale 
à  une  conique  du  faisceau  tangentiel  déterminé  par  les  deux 
autres,  il  en  est  de  même  de  chacune  d'elles. 

Autrement  dit,  C,,  Cj  et  C  étant  trois  coniques  d'un  même 
faisceau  tangentiel  et  C'^  une  conique  homofocale  à  C2,  il 
existe  une  conique  C  homofocale  à  C  et  appartenant  au  fais- 
ceau tangentiel  (C,,  Cg)  ;  par  suite,  le  lieu  des  foyers  dès  co- 
niques du  faisceau  tangentiel  (C,,  C'j)  coïncide  avec  celui  des 
coniques  du  faisceau  (Ci,  €5).  D'ailleurs  les  ombilics  com- 
muns aux  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  sont  évidemment 
les  foyers  des  coniques  du  faisceau  formées  par  deux  points. 
De  l'ensemble  de  ces  remarques  il  résulte  que  : 

Si  l'on  considère  L'ensemble  des  coniques  homofocales  aux 
coniques  d'un  faisceau  tangentiel,  tous  les  faisceaux  tan- 
gentiels  déterminés  par  deux  d'entre  elles  ne  comprennent 
que  des  coniques  de  cet  ensemble.  Leurs  foyers  coïncident 
avec  les  ombilics  qu  elles  admettent  deux  à  deux.  Leur  lieu 
coïncide,  par  exemple,  avec  celui  des  points  de  rencontre 
des  tangentes  menées  à  ces  coniques  par  les  foyers  de  V une 
d'elles. 

Si  l'on  considère,  en  particulier,  un  faisceau  tangentiel 
formé  de  coniques  bitangentes  entre  elles.  Je  pôle  oj  de  la 
corde  de  contact  est  un  point  double  qui  constitue  une  co- 
nique du  faisceau  ;  les  coniques  homofocales  à  cette  dernière 
sont  évidemment  les  cercles  du  centre  co.  Ainsi  : 

Si  deux  coniques  sont  homofocales  à  deux  coniques  bilan- 
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génies,   leurs  tangentes   communes  sont   circonscrites  à   un 
même  Cercle. 

Le  lieu  des  foyers  des  coniques  du  faisceau  coïncide  alors 
avec  celui  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  w 
aux  coniques  homofocalés  à  l'une  des  coniques  du  faisceau; 
si  C,  et  C,  désignent  deux  de  ces  coniques,  les  foyers  de  T, 
sont  donc  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  u  à 
une  conique  homofocale  à  d.  On  voit  ainsi  que  : 

Quand  deux  coniques  sont  bitangentes,  les  foyers  de  l'une 
sont  sur  une  conique  homofocale  à  l'autre^  et  les  tangentes  à 
cette  conique  menées  en  ces  points  passent  par  le  pôle  de  la 
corde  de  contact. 

Par  suite  : 

Le  lieu  du  second  foyer  des  coniques  admettant  un  foyer  F 
et  bitangentes  à  une  conique  donnée  F  se  compose  des  deux 
coniques  homofocalés  à  F  qui  passent  par  F.  Les  tangentes 
en  Y  à  ces  coniques  constituent  d'ailleurs  le  lieu  du  pôle  de  la 
corde  de  contact. 

Les  foyers  d'une  conique  bitangenle  à  une  conique  F  étant 
d'ailleurs,  d'après  ce  qui  précède,  deux  ombilics  opposés  de  F 
et  d'un  cercle,  on  peut  encore  dire  que  : 

Si  l'on  considère  les  cercles  tangents  aux  deux  tangentes 
menées  à  une  conique  T  par  un  point  F-,  le  point  d' intersection 
des  deux  autres  tangentes  communes  à  chacun  de  ces  cercles 
et  àT  a  pour  lieu  les  deux  coniques  homofocalés  à  F  qui  passent 
pari?. 

132.  En  examinant  de  même  le  théorème  corrélatif  de 
celui  du  n°  129,  et  en  supposant  que  l'une  des  quadriques 
considérées  soit  le  cercle  de  l'infini,  on  obtient  des  théo- 
rèmes analogues  aux  précédents.  Par  exemple  : 

Si  l'on  considère  V ensemble  des  quadriques  homofocalés 
aux  quadriques  d'un  faisceau  tangentiel,  tous  les  faisceaux 
tangentiels  déterminés  par  deux  d'entre  elles  ne  comprennent 
D.  7 
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que  des  quadriques  de  cet  ensemble.  Leurs  focales  coïncident 
avec  les  coniques  appartenant  à  ces  faisceaux  tangentiels. 

On  peut  d'ailleurs  appliquer  directement  le  théorème  cor- 
rélatif général.  Soient  par  exemple  Qi  et  Qj  deux  quadriques 
circonscrites  Tune  à  l'autre,  w  le  sommet  du  cône  circonscrit 
commun  et  91  une  des  focales  de  Q,.  Cette  dernière  qua- 
drique  appartient  au  faisceau  tangenliel  déterminé  par  la 
conique  91  et  le  cercle  de  l'infini  F;  elle  appartient  aussi  au 
faisceau  tangentiel  déterminé  par  Q2  et  par  la  quadrique 
constituée  par  le  point  double  w.  Il  existe  donc  une  quadrique 
commune  aux  faisceaux  tangentiels  (F,  Q2)  et  (9,,  w).  Autre- 
ment dit  : 

Quand  deux  quadriques  sont  inscrites  l'une  à  l'autre,  toute 
focale  de  l'une  est  sur  une  quadrique  homofocale  à  l'autre^  et 
le  pôle  du  plan  de  cette  focale  par  rapport  à  cette  quadrique 
coïncide  avec  le  pôle  du  plan  de  contact  des  deux  quadriques 
données. 

L'une  des  quadriques  considérées  dans  ce  dernier  théo- 
rème peut  d'ailleurs  être  constituée  par  une  conique  située 
sur  l'autre  quadrique.  On  voit  ainsi  que  : 

Par  une  focale  d'une  quadrique  Q  passe  une  quadrique 
admettant  pour  focale  une  section  de  Q  par  un  plan  quel- 
conque. 

Considérons  encore  une  quadrique  de  révolution  bitangen'le 
à  une  quadrique  Q  ;  soient  F  et  F'  ses  foyers  principaux  et 
soient  S  et  S'  les  sommets  des  cônes  circonscrits  à  la  fois  à 
cette  quadrique  et  à  Q.  La  quadrique  Q,  le  couple  des  points  S 
et  S',  celui  des  points  F  et  F'  et  l'ombilicale  sont  quatre  sur- 
faces d'un  même  réseau  tangentiel,  car  la  quadrique  de  révo- 
lution considérée  appartient  évidemment  au  faisceau  tangen- 
tiel déterminé  par  les  deux  premières  et  au  faisceau  tangentiel 
déterminé  par  les  deux  dernières.  Il  existe  donc  une  qua- 
drique tangente  aux  plans  tangents  communs  à  Q  et  à  l'om- 
bilicale, c'est-à-dire  homofocale  à  0»  6t  tangente  en  même 
temps  aux  plans  tangents  communs  aux  surfaces  formées  par 


FAISCEAUX    ET    RÉSEAUX    DE    QLADRIQIES.  99 

les  deux  couples  de  points  considérés,  c'est-à-dire  passant 
par  le  quadrilatère  gauche  FSF'S'.  Donc  : 

Si  l'on  considère  les  quadriques  de  récoljition  bilangentes 
à  une  quadrique  fixe  Q  et  ayant  un  foyer  principal  donnéY , 
le  lieu  du  second  foyer  principal  se  compose  des  trois  qua- 
driques  honiofocales  à  Q,  qui  passent  par  F.  Les  génératrices 
de  ces  surfaces  qui  passent  par  F  constituent  le  lieu  des 
sommets  S  et  S'  des  cônes  circonscrits  à  la  fois  à  Q  et  aux 
quadriques  de  révolution  considérées. 

133.  Nous  avons  vu  précédemment  (n°  J26)  que  les  plans 
polaires  d'un  point  m  par  rapport  aux  quadriques  d'un  fais- 
ceau ponctuel  passent  par  une  même  droite  A.  Proposons- 
nous  de  chercher  le  lieu  de  celte  droite  quand  le  point  m  dé- 
crit une  droite  I). 

Soient  Q,  et  Q,  deux  des  quadriques  considéi'ées  :  les  plans 
polaires  du  point  m  relatifs  à  ces  surfaces  passent  par  les 
droites  D,  et  D^,  conjuguées  de  D  par  rapport  à  ces  qua- 
driques. D'ailleurs  à  tout  plan  polaire  issu  de  Di  ne  corres- 
pond qu'un  pôle  m  sur  I),  et,  par  suite,  qu'un  plan  polaire 
issu  de  Dj,  et  réciproquement.  Ces  plans  polaires  engendrent 
donc  deux  faisceaux  homographiques  d'arêtes  Dj  et  D,.  Leur 
intersection  engendre  donc  une  quadrique  passant  par  D, 
(M  l)..  Lorsque  le  point  m  se  trouve  sur  une  des  faces  du  tel 
iriièdre  conjugué  commun  à  Q,  et  à  Qj,  la  droite  A  passe  évi- 
ilcmmenl 'par  le  sommet  opposé  de  ce  tétraèdre.  La  qua- 
drique engendrée  par  A  est  donc  circonscrite  à  ce  tétraèdre, 
quelle  que  soit  I).  Cette  quadrique,  qui  passe  par  la  droite  D, 
(  onjuguée  de  D  par  rapport  à  l'une  quelconque  Qi  des  (jua- 
diKjursdii  faisceau  ponctuel,  coïncide  donc  aussi  avec  le  lieu 
d(^  rt's  di-oiles.  Ainsi  : 

f.i  s  dri/iti's  conjuguées  d'une  droite  fixe  par  rapport  aux 
quadriques  d'un  faisceau  ponctuel  sont  les  génératrices  d'un 
même  système  d' une  quadrique  circonscrite  au  tétro.èdre  con- 
jugué  commun  aux  quadriques  du  faisceau. 

Corrélativement: 

Les  droites  conjuguées  d'une  droite  fixe  par  rapport  aux 
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quadriques  cT un  faisceau  tangentiel  engendrent  une  qua- 
drique  inscrite  au  tétraèdre  conjugué  commun  aux  qua- 
driques du  faisceau. 

134..  Proposons-nous  maintenant  de  chercher  le  lieu  des 
pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux  quadriques  d'un  faisceau 
ponctuel. 

Soient  a,  b,  c  trois  points  du  plan  considéré,  A,  B  et  C 
leurs  plans  polaires  par  rapport  à  l'une  des  quadriques  du 
faisceau.  Quand  cette  quadrique  varie,  les  plans  A,  B  et  C, 
qui  pivotent  autour  de  droites  fixes  (n°  126),  engendrent  trois 
faisceaux  homographiques.  Leur  point  commun  décrit 
donc  (n°  kh)  une  cubique  gauche.  Ainsi  : 

Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux  qua- 
driques d' un  faisceau  ponctuel  est  une  cubique  gauche. 

Si  le  plan  fixe  est  le  plan  de  l'infini,  on  voit  que  t 

Le  lieu  des  centres  des  quadriques  d'un  faisceau  ponctuel 
est  une  cubique  gauche. 

Cette  cubique  passe  évidemment  par  les  sommets  des  cônes 
du  faisceau  et  ses  points  à  l'infini  sont  ceux  où  les  parabo- 
loïdes  du  faisceau  touchent  le  plan  de  l'infini. 

135.  Si  le  faisceau  considéré  comprend  une  sphère,  ces 
points  de  contact  déterminent  un  triangle  conjugué  au  cercle 
de  l'infini  (119).  Autrement  dit,  les  directions  asymptotiques 
de  la  cubique  gauche  sont  rectangulaires  :  on  dit  alors  qu'elle 
estéquilatère.  Ses  asymptotes  sont  d'ailleurs  parallèles  aux 
axes  de  toutes  les  quadriques  du  faisceau. 

Tout  point  m  de  celle  cubique  étant  le  centre  d'une  des 
quadriques  du  faisceau,  la  droite  commune  aux  plans  polaires 
de  ce  point  par  rapport  à  ces  quadriques  est  nécessairement 
dans  le  plan  de  l'infini.  Par  exemple,  le  plan  polaire  de  m 
par  rapport  à  la  sphère  co  du  faisceau  est  parallèle  au  plan  tan- 
gent en  m  à  la  quadrique  Q  du  faisceau  qui  passe  par  ce 
point  ;  or  la  droite  corn  est  normale  au  premier  de  ces  plans  ; 
elle  est  donc  normale  en  m  à  la  quadrique  Q.  Ainsi  : 

Le  lieu  des  centras  des  quadriques  qui  passent  par  l'inter- 
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section  d'une  sphère  et  d'une  quadrOfue  est  une  cubique  éffui- 
latère,  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de  ces 
qaadriques.  Cette  courbe  est  en  même  temps  le  lieu  des  pieds 
des  normales  menées  ù  ces  quadriques  par  le  centre  de  la 
sphère. 

Celle  cubique  coupe  en  six  points  chacune  des  quadriques 
du  faisceau  ;  par  suite  : 

D'un  point  quelconque  ùj  on  peut  mener  à  une  quadrique  Q 
six  normales.  Leurs  pieds,  le  point  'j)  et  le  centre  de  Q  sont 
sur  une  même  cubique  équilatère  dont  les  asymptotes  sont 
parallèles  aux  axes  de  Q. 

Le  cône  de  sommelcoqui  passe  par  celle  cubique  étant 
évidemment  du  second  degré,  on  voit  ainsi  que  : 

Les  six  normales  menées  d'un  point  à  une  quadrique  sont 
sur  un  même  cône  du  second  degré,  dont  trois  génératrices 
sont  parallèles  aux  axes  de  la  quadrique  et  qui  passe  par  le 
centre  de  celle-ci  (*), 

Quadriqnes  harmQniquement   circonscrites   et   inscrites. 

136.  On  peut  étendre  aux  quadriques  un  certain  nombre 
de  propriétés  démontrées  dans  le  Chapitre  V  sur  les  coniques 
harmoniquemént  circonscrites. 

On  dira  de  même  qu'une  (juadrique  circonscrite  à  un  té- 
traèdre conjugué  à  une  seconde  quadrique  est  harmonique- 
mént circonscrite  à  cette  surface. 

Lorsqu'il  existe  un  tétraèdre  inscrit  ù  une  quadrique  Q  et 
conjugué  à  une  quadrique  Q',  tout  point  de  Q  est  un  soynmet 
d'une  infinité  de  tétraèdres  analogues. 

Soit,  en  effet,  Q  une  quadrique  circonscrite  à  un  tétraèdre 
abcd  conjugué  à  une  quadrique  Q'.  Soient  y.  un  point  quel- 
con(|ue  de  Q  et  3  un  des  deux  points  où  le  plan  polaire  de  a 
par  rap]>ort  à  Q'  coupe  la  ronique  d'intersection  de  0  piir  le 

(';  Z\\\^\.Y.9..  Jciurnat  de  Mathématiques.  iS3.s. 
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j  t  bcd.  Cette  conique  étant  harmoniquement  circonscrite 
j',  |3  est  un  sommet  d'un  triangle  (Bm/i  inscrit  à  cette  co- 
ique  et  conjugué  à  Q'.  Le  tétraèdre  ^mna  est  donc  conju- 
gué à  Q'.  La  section  de  Q  par  le  plan  mna  est  donc  une  co- 
nique harmoniquement  circonscrite  à  Q'  :  or  cette  conique 
passe  par  le  point  a,  car  le  plan  mna  est  le  plan  polaire  du 
point  j3,  point  qui  est  dans  le  plan  polaire  du  point  a.  Le 
|)oint  a  est  donc  un  sommet  d'un  triangle  ayd  it»scrit  à  ce  e 
conique  et  conjugué  à  Q'.  On  voit  donc  enfin  qu'il  existe  un 
tétraèdre  a^yo  conjugué  à  Q'  et  inscrit  à  Q,  admettant  poi> 
sommet  un  point  quelconque,  oc,  de  cette  dernière  surface. 

137.  De  même  que  deux  coniques  (85),  deux  quadviquesQi 
et  Q2  peuvent  être  transformées  l'une  en  l'autre  par  pdla  res 
réciproques. 

On  peut,  en  effet,  transformer  homographiquement  ces 
quadriques  en  quadriques  coaxiales,  en  faisant  corre.-  potidre 
à  trois  des  sommets  de  leur  tétraèdre  conjugué  commun  les 
points  à  l'infini  de  trois  directions  rectangulaires. 

Ceci  posé,  Q,  et  Qj  étant  deux  quadriques  coaxiales,  consi- 
dérons une  quadrique  coaxiale  Q,  qui  soit  telle  que  le  carré 
de  la  longueur  de  chacun  de  ces  axes  soit  moyen  propor- 
tionnel entre  les  carrés  des  longueurs  des  axes  correspondants 
de  Q,  et  de  Q^;  Qi  etQj  sont  évidemment  polaires  réciproques 
par  rapport  à  Q.  Il  existe  d'ailleurs  huit  quadriques  Q  qui  ré- 
pondent aux  conditions  précédentes,  les  carrés  de  leurs  axes 
ayant  pour  valeurs  ztaa',  ±bb'  et  ±cc',  en  désignant  par  a, 
b  et  c,  a'  b'  et  c'  les  longueurs,  réelles  ou  imaginaires,  des 
axes  de  Qi  et  de  Q-j.  Donc: 

On  peut,  en  général,  de  huit  manières  différentes,  faire  se 
correspondre  par  polaires  réciproques  deux  quadriques  don- 
nées. 

Si  Qi  est  harmoniquement  circonscrite  à  Qj,  les  tétraèdres 
inscrits  à  Q,  et  conjugués  à  Q,  se  transforment  ainsi  en  té- 
traèdres circonscrits  à  Q2  et  conjugués  à  Q,.  Ainsi  donc  : 

Une  quadrique  Q,  harmoniquement  circonscrite  à  une  qua- 
drique Q,  peut  être  considérée  soit  comme  circonscrite  à  une 
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infinité  de  tétraèdres  conjugués  à  Q,,  sent  comme  conjuguée 
à  une  injlnité  de  tétraèdres  circonscrits  à  Q^, 

138.  Soient  abcd  et  «(3-/(3  deux  tétraèdres  conjugués  à  une 
même  quadrique  Q'.  Considérons  une  quelconque  Q  des 
quadriques  qui  passant  par  les  sept  points  a,  b,  c,  d,  (3,  y,  à. 
Cette  quadrique  étant  harmoniquement  circonscrite  à  Q',  le 
plan  polaire  «yô  de  (3  par  rapport  à  Q'  coupe  Q  et  Q'  suivant 
des  coniques  C  et  C  telles  que  C  est  harmoniquement  circon- 
scrite à  C.  La  polaire  «ô  de  y  par  rapport  à  C  coupe  donc  C  en 
deux  points  conjugués  à  C  :  l'un  de  ces  points  étante,  l'autre 
est  donc  «.  La  conique  C  et,  par  suite,  la  quadrique  Q  passent 
donc  par  a.  D'où  le  théorème  suivant  dû  à  Hesse  ('): 

Lorsque  deux  tétraèdres  sont  conjugués  à  une  même  qua- 
drique, leurs  huit  sommets  sont  les  points  communs  aux  qua- 
driques d'un  réseau  ponctueL  Autrement  dit,  toute  quadrique 
qui  passe  par  sept  de  ces  points  passe  par  le  huitième. 

139.  Étant  donnés  un  tétraèdre  abcd  et  un  triangle  (3/5,  il 
existe  toujours  une  quadrique  Q' conjuguée  à  ce  tétraèdre  et 
à  ce  triangle,  celte  quadrique  étant  ainsi  assujettie  à  neuf 
conditions  linéaires.  D'après  ce  qui  précède,  le  pôle  a  du 
plan  (3yô  relativement  à  Q'  est  le  huitième  point  commun  aux 
quadriques  qui  passent  par  les  sept  points  a,  b,  c,  a?,  [3,  y,  à. 
Les  arête»  opposées  du  tétraèdre  abcd  coupent  le  plan  P  du 
triangle  ^yô  en  des  points  conjugués  à  la  conique  d'intersec- 
tion de  C  de  Q'  par  ce  plan  :  soient/?  et  q  ceux  de  ces  points 
qui  se  trouvent  sur  ac  et  bd,  et  m  le  point  où  l'arête  ab  perce 
le  plan  P.  Toutes  les  coniques  conjuguées  au  triangles  (3yô  et 
aux  deux  points  p  et  q  formant  évidemment  un  faisceau 
ponctuel,  les  polaires  d'pn  point  quelconque  m  de  leur  plan 
passent  par  un  point  fixe  m':  on  peut  le  construire  en  remar- 
quant (n°  81)  que  les  six  droites  qui  joignent  (3  aux  points  y 
et  à,  p  et  q,  m  et  m',  sont  en  involution  :  on  aura  donc  aisé- 
ment le  point  m'  par  l'intersection  des  droites  (3/n'  et  ym', 
par  exemple.  Les  points  m  et  m'  étant  conjugués  à  la  qiia- 

(•)  Journal  de  Crelle,  i843,  p.  147. 
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drique  Q',  le  plan  m'cd  est  donc,  relativement  à  cette  surface,  le 
pi/in  polaire  du  point  m  ;  il  passe  donc  par  le  pôle  a  du  plan  P, 
point  dont  on  peut  achever  la  détermination  en  construisant 
de  même  les  plans  <xhc  et  ahd,  par  exemple  ( '  ). 

Cette  constiuction  est  en  défaut  si  le  point  m'  est  sur  cd\ 
dans  ce  cas,  il  y  a  une  infinité  de  coniques  conjuguées  au 
triangle  (3y^  et  aux  trois  couples  de  points  où  le  plan  P  reit- 
contre  les  arêtes  opposées  du  tétraèdre  abcd\  il  existe  alors 
(n°  81)  une  conique  inscrite  à  la  fois  aulnangle  [3yo  et  au 
quadrilatère  déterminé  dans  le  plan  P  par  les  faces  du  tétra- 
èdre ahcd. 

11  en  résulte  que  les  deux  irièdres  abcdeia'^yo,  jiar  exem[)le, 
sont  circonscrits  à  un  même  cône;  ils  sont,  par  suite  (n°  106). 
inscrits  à  un  même  cône.  Il  en  est  de  même  des  trièdres  ôac^^ 
et  b^yà.  Les  sept  points  considérés  sont  donc  situés  sur  deux 
cônes  qui  ont  en  commun  la  génératrice  ab:  ils  sont  donc 
sur  une  môme  cubique  gauche.  Le  point  a  est  alors  indéter- 
miné sur  cette  courbe. 

UO.  Soient  abcd  un  tétraèdre  conjugué  à  une  quadrique  Q 
et  P  le  plan  polaire  du  point  a  par  rapport  à  cette  surface, 
que  ce  plan  P  coupe  siiivanl  ime  conique  C.  D'après  le  théo- 
rème du  n"  I3G,  toutes  les  quadriques  qui  passent  par  les  cinq 
points  a.  6,  c,  d.  y.  coupent  le  pian  P  suivant  des  coniques  har- 
moniquement  circonsdiies  à  C.  et,  réciproquement,  d'après 
le  n"  13S,  toutes  les  quadriques  circonscrites  au  tétraèdre  «(^c^ 
et  (jui  coupent  II-  plan  P  .suivant  des  coniques  harmonique- 
metii  cir.onscrites  à  C  passent  par  le  point  y..  Supposons,  en 
parti,  uiier,  <|ne  O  suit  une  sphère  de  centre  a;  la  conique  C 
devieni  alors  le  cercle  de  l'infini,  et  le  tétraèdre  abrd  est  tel 
que  se>  hauteurs  concourent  en  j.\  il  est  dit  oi  Lliorentrique. 
D'aiitre  part,  les  ([iiadriqne-  li;iiiiionii|uenieiii  circnii-criies  au 


(';   I...  .„i,^tiii.lioi.  (lu  l,.iiii.„.    ;.„i,.t  .■..iMuiU!.  .•.ux.iiia.lr;.|ij,'<.|ui  |ass.M.I  par 
s.-[.t  i.oinls  a  .-t.:  résolu.    |,ar  .liv.rs  .iMl-nr.    ,.atrni  l.-,.,u,.ls  liesse  iJuiuncU  de 
CrelU,  t.  -.'(M!)  'l!i^.  s.riH  k  \'\c.,^u,.i  Uhi,!.,  t.  -^^  .(  îi;)),  Z.iiU>en.  ite  .-  (//./,/ 
I.  10(»j,  S,hr..l.-r.  Caspary.  ,.l.-.  |,a  solntion  pr«(.-.Ml.M,t.-.  .|ii.:  jauus  ,.u).lié.- en  !•><.,.. 
.lans  la  [Uvif  ,1,    \U,lh.  spéc.  n  viw.l  a  cllo  .!.■  S,  l,n,kr  (./0/,/7/rt/  de  rrellr 
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cercle  de  l'infini  dont  les  cônes  asymptotes  sont  équilatères 
(n°  106)  sont  dites  elles-mêmes  équilatères.  On  voit  donc 
que: 

Les  quadriques  circonscrites  à  un  tétraèdre  orthocentrique 
et  passant  par  son  orthocentre  sont  équilatères,  et,  réciproque- 
ment, les  quadriques  équilatères  circonscrites  à  un  tétraèdre 
orthocentrique  passent  par  son  orthocentre. 

141.  Étant  donnés  cinq  points  a,  b,  c,  d,  ol  et  un  plan  P,  il 
existe  toujours  une  quadrique  unique  Q  conjuguée  au  té- 
traèdre abcd  et  telle  que  le  point  a  soit  le  pôle  du  plan  P  par 
rapport  à  celte  quadrique,  qu'on  assujettit  en  effet  ainsi  à 
neuf  conditions  linéaires.  11  résulte  donc  du  numéro  précé- 
dent que  : 

Toutes  les  quadriques  qui  passent  par  cinq  points  coupent 
un  plan  quelconque  suivant  des  coniques  harmoniquement 
circonscrites  à  une  conique  fixe  F  (*). 

En  particulier,  celles  qui  sont  formées  de  plans  coupent  le 
plan  considéré  suivant  des  droites  conjuguées  à  la  conique 
fixe.  On  en  déduit  immédiatement  que  : 

Le  plan  P  rencontre  la  droite  déterminée  par  deux  des 
points  et  le  plan  déterminé  par  les  trois  autres,  en  un  point 
et  suivant  une  droite  qui  sont  pâle  et  polaire    relativement 

Cl  r. 

On  trouve  donc  i  mmédiatement  les  dix  polaires  de  dix  points 
par  rapport  à  F. 

142.  Les  propriétés  précédentes  permettent  de  construire 
le  quatrième  point  où  une  biquadraliqne  gauche  définie  par 
huit  points  coupe  le  plan  P  de  trois  de  ces  points  ('). 

Soit,  en  effet,  F  la  conique  du  plan  P  à  Inqnolle  sont  h;»r- 


{ '  )  r.a  conique  V  usl  iliisigiKîe  par  1*.  Serret  {^Géométrie  de  direction,  i8(><;, 
ji.  Ô7  )  sous  le  nom  de  roni(iue  conjuguée  au  pentagone  gauche  des  ciiKj 
piiints. 

(-)  (".ctlo  constiuctioii  a  ttW:  ituiiquéo  par  M.  PLcqiict  {Journal  de  C  relie. 
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moniquement  circonscrites  toutes  les  quadriques  qui  passent 
paries  cinq  des  points  donnés  extérieurs  au  plan  P.  Celles  de 
ces  quadriques  qui  passent  en  outre  par  les  trois  autres  points 
fl,  b,  c  donnés  dans  le  pian  P  ont  un  quatrième  point  fixe 
dans  ce  plan,  celui  où  se  coupent  les  trois  droites  qui  joignent 
les  sommets  du  triangle  abc  aux  pôles  des  côtés  opposés  rela- 
tivement à  F  :  cette  consiruclion  résulte  de  ce  que  (  n°  102)  les 
coniques  harmoniquementcirconscriles  à  une  conique  fixe  qui 
passent  par  trois  points,  ont  un  quatrième  point  fixe  commun. 
On  construit  d'ailleurs  facilement  le  pôle  d'une  droite  par 
rapport  à  une  conique  qui,  comme  F,  est  déterminée  par  la 
condition  que  trois  droites  données  soient  les  polaires  de  trois 
points  donnés,  en  se  servant  de  la  propriété  énoncée  à  la  fin 
du  n°  102. 

Si,  en  outre  des  huit  points  précédents,  qn  en  donne  un 
neuvième,  an  pourra  déterminer  de  même  un  cinquième  point 
de  la  section  par  le  plan  abc  de  la  quadrique  définie  par  les 
neuf  points  considérés. 

Ayant  ainsi  obtenu  une  conique  de  cette  quadrique,  il, 
devient  facile  d'en  achever  la  construction  et  de  déterminer 
par  des  constructions  linéaires  le  second  point  où  celte  sur- 
face rencontre  une  sécante  arbitraire  menée  par  un  des  points 
donnés. 

14-3.  Soit  a  un  point  commun  à  deux  quadriques  Q,  et  Qa 
harmoniquement  circonscrites  à  une  quadrique  Q,  et  soit  A 
le  plan  polaire  de  a  par  rapport  à  Q.  Ce  plan  coupe,  par  hypo- 
thèse, Qi  et  Qa  suivant  des  coniques  G,  el  C^  harmoniquement 
circonscrites  à  la  section  C  de  Q  par  ce  plan.  Toutes  les  qua- 
driques qui  passent  par  les  points  communs  à  Q,  et  à  Qa 
coupent  le  plan  A  suivant  des  coniques  qui  passeat  par  les 
points  communs  à  C,  et  à  Cj,  et  qui  sont,  par  suite  (n°  102), 
harmoniquement  circonscrites  à  C  :  toutes  ces  quadriques 
sont  donc  harmoniquement  circonscrites  à  Q.  Ainsi  : 

Quand  deux  quadriques  d'un  faisceau  ponctuel  sont  har- 
moniquement circonscrites  à  une  même  quadrique^  il  en  est 
de  même  de  toutes  les  quadriques  de  ce  faisceau. 

Si  les  quadriques  Q,  et  Qj  se  coupent  suivant  deux  copiques. 
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l'ensemble  des  plans  de  ces  coniques  constitue  une  quadrique 
du  faisceau:  ces  plans  sont  donc  conjugués  à  Q.  En  particu- 
lier, si  Qi  et  Q,  sont  inscrites  l'une  à  l'autre,  le  plan  de  leur 
courbe  de  contact  est  tangent  à  Q. 

Si  Q,  et  Qî  sont  homothéliques,  le  plan  de  leur  conique 
commune  située  à  distance  finie  passe  par  le  centre  de  Q.  Par 
exemple,  si  deux  sphères  sont  harmoniquement  circonscriles 
à  Q,  leur  plan  radical  passe  par  le  centre  de  celte  ([uadrique; 
ce  point  "&  donc  môme  puissance  par  rapport  à  toutes  les 
sphères  harmoniquement  circonscrites  à  Q;  autrement  dit, 
celles-ci  coupent  orlhogonalement  une  sphère  fixe  S  concen- 
trique à  celte  quadrique. 

La  sphère  S  est  donc  lé  lieu  des  centres  des  sphères  points, 
ou  cônes  isotropes,  harmoniquement  circonscrits  à  Q,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  le  lieu  des  sommets  des  cônes  cir- 
conscrits à  Q  et  harmoniquement  inscrits  aux  cônes  isotropes 
de  mômes -sommets.  Autrement  dit,  les  cônes  circonscrits  àQ 
issus  des  points  de  S  sont  inscriptibles  à  des  trièdres  trirec- 
tangles,  ce  qui  montre  enfin  que  la  sphère  S  constitue  le  lieu 
des  sommets  des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à  Q. 

£n  résumé: 

Le  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à 
une  quadrique  est  une  sphère  concentrique,  qu'on  nomme  sa 
sphère  orthoptique  ('). 

Les  sphères  harmoniquement  circonscrites  à  une  quadrique 
en  coupent  orthogonalement  la  sphère  orthoptique  C). 

144.  La  sphère  orthoptique  d'une  quadrique  est  le  lieu  des 
points  communs  à  trois  plans  tangents  menés  à  cette  qua- 
drique par  les  côtés  d'un  triangle  conjugué  au  cercle  de 
l'infini;  par  une  transformation  homographique,  on  voit  donc 
que  : 

Si,  par  les  côtés  d'un  triangle  variable  conjugué  à  une  co- 
nique C,  on  mène  trois  plans  tangents  à  une  quatrique  Q,  le 
lieu  de  leur  point  commun  est  une  quadrique  qui  passe  par  C 

(')  Celte  généralisation  du  théorème  de  La  Iliro  (u"  86)  est  due  à  Monge. 
(^)  Théorème  de  Faiire. 
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et  par  rapport  à  laquelle  le  plan  de  C  admet  le  incme pôle  que 
relativement  à  Q. 

(^orrélalivemeiit  : 

L'enveloppe  des-  plans  inlerceptéa  sur  une  ((uadrique  Q  paV 
les  arêtes  des  trièdres  conjugués  à  un  cône  S  est  une  qua- 
drique  inscrite  au  cône^,  et  par  rapporta  laquelle  le  sommet 
de  S  admet  le  même  plan  polaire  que  par  rapport  à  Q. 

Si  Je  cône  S  est  Fsolrope,  on.voil  que  l'enveloppe  des  plans 
interceptés  sur  une  quadrique  par  les  arêtes  des  trièdres 
Irirectanjiles  issus  d'un  même  point  est  une  quadri(|ue  de 
révolution  admettant  ce  point  pour  foyer  principal.  Si  ce  point 
est  le  centre  de  la  quadricpie.  l'enveloppe  est  donc  une  sphère 
concenlri(}uc. 

145.  De  même  que  les  sections  par  un  moue  plan  des  qua- 
driques  d'un  faisceau  ponctuel  forment  un  faisctau  ponctuel 
de  coniques,  de  même,  les  cônes  issus  d'un  m'aie  point  et 
circonscrits  aux  quadriques  d'un  faisceau  langenliel  forment 
un  faisceau  langenliel  de  cônes.  Si  deux  de  ces  cônes  sont 
harmoniquement  inscrits  à  un  même  cône,  ils  le  sont  donc 
tous. 

Si  l'on  considère,  par  exemple,  les  cônes  circonscrits  aux 
fjuadriques  d'un  faisceau  tangentiel,  et  issus  d'un  point  com- 
mun aux  sphères  orlhoptiques  de  deux  quadri([ues  de  ce  fais- 
ceau, tous  ces  cônes  se  trouvent  être  harmoniquement  inscrits 
au  cône  isotrope  de  même  sommet;  ce  sommet  appartient 
donc  aux  sphères  orthoptiques  de  toutes  les  f|UHdriqries  du 
faisceau.  Par  suite: 

Les  sphères  orlhoptiques  des  quadriques  d'un  faisceau  tan- 
gentiel passent  par  un  même  cercle  ('  ). 

La  perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle  en  son  centre  est 
évidemment  le  lieu  des  centres  des  f|nadriques  considérées 
(no  126). 


(')  l'HULii, //(///.  de  la  Soc.  p/iilo/n.,   i8f)5,   p.   n/J-^ou 
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Soient  maintenant  Q,,  Q,,  O,  et  Q,  quatre  quadriques  d'un 
même  réseau  tangentiel,  et  Q  la  qiiadrique  de  ce  réseau  qui 
(d'après  le  théorème  corrélatif  de  celui  du  n°  127)  appartient 
à  la  fois  aux  deux  faisceaux  tangentiels  déterminés  respecti- 
vement par  les  couples  de  quadriques  Q,  et  Q,,  Q3  et  Q4. 
Soient  S^,  S,,  S3,  S4  et  S  les  sphères  orthoptiques  de  ces  qua- 
driques. D'après  le  théorème  précédent,  les  deux  cercles 
communs  aux  sphères  S,  el  82  d'une  part,  Sj  et  S4  d'autre  part, 
sont  situés  sur  la  sphère  S.  Ces  deux  cercles  ont  donc  deux 
points  communs,  qui  appariiennerrt  à  la  fois  aux  sphères  S,, 
Sj,  Sj  et  84.  Par  suite  : 

Les  sphères  orthoptiques  des  quadriques  d'un  réseau  tan- 
gentiel  passent  par  deux  points  fixes  (  '  ). 

Le  plan  normal  au  segment  limité  par  ces  deux  points  en 
son  milieu  est  évidemment  le  lieu  des  centres  des  quadriques 
du  réseau  (n''  129). 

146.  Comme  on  a  déjà  pu  le  remarquer  à  diverses  reprises, 
certains  théorèmes  de  Géométrie  plane  sur  les  coniques  ont 
pour  analogues  dans  l'espace  des  théorèmes  de  deux  sortes  : 
les  uns  étant  relatifs  à  des  quadriques,  et  d'autres  à  des 
cubiques  gauches. 

Aux  propriétés  des  coniques  harmoniquement  circonscrites 
à  une  conique  correspondent,  par  exemple,  ainsi  que  nous 
venons  de  le  voir,  des  théorèmes  se  rapportant  aux  quadriques 
harmoniquement  circonscrites  à  une  quadrique.  On  peut  aussi 
considérer  des  cubiques  gauches  harmoniquement  circon- 
scrites à  des  quadriques. 

Si  une  cubique  gauche  passe  par  les  sommets  d'un  tétraèdre 
conjugué  à  une  quadrique.  elle  est  circonscrite  à  une  infinité 
de  tétraèdres  conjugués  à  cette  quadrique. 

Soit,  en  effet,  F  une  cubique  gauche  circonscrite  à  un 
tétraèdre  T conjugué  à  une  quadrique  Q;  toutes  les  quadriques 
qui  contiennent  cette  cubique  sont  alors  harmoniquement 

(')  Vxcdvv.w  Bull,  de  ta  Soc.  philoni..  iSGj.  p.  i()fi-îji>. 
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circonscrites  à  Q  :  par  suite,  a  étant  un  point  quelconque  de  F, 
elles  coupent  le  plan  polaire  P  de  a  par  rapport  à  Q  sui- 
vant des  coniques  harmoniquement  circonscrites  à  cetle  qua- 
drique.  Or  ces  coniques  ne  sont  évidemment  assujetties  qu'à 
passer  par  les  trois  points  (3,  y  et  S  où  le  plan  P  coupe  la 
cubique  I;  il  faut  donc  que  le  triangle  (3yô  soit  conjugué  à  la 
quadrique  Q. 

Réciproquement,  si  un  triangle  ^yè  inscrit  à  la  cubique  F 
est  conjugué  à  la  quadrique  Q,  le  pôle  a  du  plan  (3yô  par  rap- 
port à  Q  est  sur  la  cubique.  En  effet,  le  plan  polaire  de  [3  par 
rapport  à  Q  doit  couper  la  cubique  aux  sommets  d'un  triangle 
conjugué  à  Q,  et,  comme  y  et  ô  sont  deux  de  ces  sommets,  le 
troisième  est  nécessairement  a. 

La  cubique  F  est  dite  harmoniquement  circonscrite  à  Q. 

147.  Supposons  que  le  tétraèdre  T  soit  ofthocentrique  et 
que  la  quadrique  0  soit  la  sphère  2  conjuguée  à  ce  tétraèdre. 
D'après  ce  qui  précède,  toute  cubique  gauche  circonscrite  au 
tétraèdre  T  et  passant  par  le  centre  0  de  2  coupera  le  plan 
polaire  de  0  par  rapport  à  1,  c'est-à-dire  le  plan  de  l'infîni, 
aux  trois  sommets  d'un  triangle  conjugué  à  l'ombilicale; 
autrement  dit  : 

Les  cubiques  gauches  circonscrites  à  un  tétraèdre  orthocen- 
trique  et  passant  par  son  orthocentre  sont  équilalères. 

Réciproquement  : 

Toute  cubique  cquilatère  circonscrite  à  un  tétraèdre  or tho- 
centrique  passe  par  son  orthocentre. 


CHAPITRE  VI. 

ÉTUDE  DE  QUELQUES  TRANSFORMATIONS. 


Applications  des  transformations  homographiques  et  corrélatives  : 
148.  Procédé  de  généralisation.  —  149.  Généralisation  de  théorèmes  relatifs  à 
des  cercles.  —  150-152.  Autres  applications.  —  153.  Transformation  par  po- 
laires réciproques  relativement  à  une  sphère  ou  à  un  cercle.  —  154-155.  Appli- 
cations. 

Eeprésentaticn  plane  des  quadriques:  156-157.  Projection  d'une  quadrique 
sur  un  plan.  —  158-160.  Applications.  Théorème  de  Frégier.  Analogie  entre 
les  neuf  points  communs  à  deux  cubiques  et  les  huit  points  communs  à  trois 
quadriques. 

Inversion  :  161.  Définition.  —  162-163.  Surfaces  inverses.  Conservation  des 
angles.  —  164.  Inverses  de  figures  inverses.  —  165.  Courbes  anallagmatiques. 
—  166.  Cycliques  planes.  —  167.  Transfonnation  anallagmatique.  Cycliques 
homofocales.  —  1G8-169.  Cas  particuliers  de  décomposition  des  cycliques.  — 
170.  Sections  planes  du  tore.  —  171.  Tangentes  à  une  sphère  rencontrant  deux 
tangentes  fixes.  —  172.  Rapports  entre  los  transformations  par  inversion,  par 
podaires  et  par  polaires  réciproques. 

Transformations  quadratiques  planes  :  173.  Transformation  quadratique.  — 
174-176.  Transformation  du  second  ordre.  —  177-180.  Cas  particulier.  Appli- 
cations. —  181.  Points  doubles  de  deux  transformations.  —  182.  Transforma- 
tions quadratiques  dont  on  donne  cinq  couples  de  points  conjugués.  — 
183.  Application  à  l'étude  d'un  déplacement  remarquable.  —  184.  Transfor- 
mations birationnelles. 

Transformation  de  Lie:  185-186.. Complexes  et  congruences.  —  187-188.  Re- 
marques préliminaires. —  189-192.  Transformation  de  Lie. 

Applications  des  transformations  homographiques  et  corrélatives. 

148.  Dans  l'étude  que  nous  venons  de  faire  des  principales 
propriétés  des  coniques  et  des  quadriques,  nous  avons  géné- 
ralement déduit  divers  théorèmes  d'un  énoncé  général  qui 
les  comprenait  comme  cas  particuliers.  Les  transformations 
homographiques  et  corrélatives  permettent  souvent  d'opérer 
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(l'une  manière  inverse  :  une  propriété  tlémonlrée  clans  un  cas 
particulier  peut,  en  effet,  fréquemment  fournir  un  théorème 
plus  général  au  moyen  d'une  transformation  homographique. 
Nous  en  avons  déjà  vu  un  exemple  dans  les  n°*  85  et  137, 
dans  lesquels  nous  avons  montré  que  deux  coniques  ou  deux 
quadriques  peuvent  être  transformées  l'une  en  l'autre  par 
polaires  réciproques  :  nous  avons,  par  une  transformation 
homographique,  étendu  au  cas  général  celte  propriété  facile 
à  concevoir  dans  le  cas  où  les  deux  coniques  ou  les  deux 
quadriques  envisagées  ont  les  mêmes  axes.  Nous  allons 
encore  indiquer  quelques  exemples  de  ce  procédé  de  géné- 
ralisation. 

14-9.  Les  propriétés  descriptives  des  cercles  fournissent 
ainsi  des  propriétés  des  coniques. 

Considérons,  par  exemple,  les  cordes  d'un  cercle  vues 
sous  un  angle  donné  d'un  point  fixe,  m',  de  cette  courbe. 
Leur  enveloppe  est  évidemment  un  cercle  concentrique  au 
premier.  Si  nous  faisons  une  transformation  homographique 
telle  que  les  points  cycliques  se  transforment  en  deux  points 
quelconques  a  el  b  et  le  point  m'  en  un  point  m,  le  cercle 
considéré  se  transforme  en  une  conique  F  circonscrite  au 
triangle  ma6,  et  les  côtés  d'un  angle  de  grandeur  donnée  issu 
de  m'  ont  pour  transformées  deux  droites  issues  de  m  et 
telles  (34)  que  le  rapport  anharmonique  de  ces  droites  et 
des  droites  ma  et  mb  ait  une  valeur  donnée.  On  voit  donc 
que  : 

Les  cordes  interceptées  sur  une  conique  par  les  rayons 
homologues  de  deux  faisceaux  hom.o graphiques  issus  d^un 
même  point  de  cette  conique  enveloppent  une  conique  bitan- 
^ente  à  la  première  aux  points  où  elle  coupe  les  rayons 
doubles  des  faisceaux  considérés. 

Considérons  encore  les  cordes  interceptées  sur  un  cercle 
par  les  parallèles  à  des  directions  données  issues  d'un  point 
variable  de  ce  cercle  :  elles  enveloppent  encore  un  cercle 
concentrique.  Par  une  transformation  homographique,  les 
points  à  l'infini  des  directions  données  deviennent  deux 
points  a  el  6,  le  cercle  donné  se  transforme  en  une  conique  F 
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et  aux  cordes  considérées  correspondent  les  cordes  inter- 
ceptées sur  r  par  les  droites  ma  et  mb^  m  se  déploçant 
sur  r  :  on  voit  que  cette  enveloppe  est  une  conique  bitan- 
gente  à  F  aux  points  où  elle  coupe  la  droite  ab.  Dans  le  cas 
particuli(*r  où  les  directions  envisagées  sont  rectangulaires, 
l'enveloppe  se  réduit  au  centre  du  cercle  donné;  à  cette 
hypothèse  correspond,  dans  le  cas  général,  celle  que  les 
points  a  el  b  sont  conjugués  à  F  :  l'enveloppe  considérée  se 
réduit  alors  au  pôle  de  la  droite  ab  par  rapport  à  celte  co- 
nique. Autrement  dit  : 

//  existe  une  injînité  de  triangles  inscrits  à  une  conique  et 
circonscrits  à  un  même  triangle  conjugué  à  cette  conique. 

Voici  encore  un  exemple  d'un  théorème  presque  intuitif 
dans  le  cas  de  cercles,  et  qui  fournit  une  propriété  générale 
de  deux  coniques  : 

Soit  a  un  point  commun  à  deux  cercles  de  centres/ et/'  : 
les  tangentes  en  a  à  ces  cercles,  étant  normales  aux  droites  af 
et  af,  sont  également  inclinées  sur  ces  droites.  Par  suite,  il 
existe  une  conique  de  foyers/  et/  qui  touche  ces- deux 
tangentes;  cette  conique  touche  évidemment  aussi  les  tan- 
gentes aux  deux  cercles  menées  en  leur  second  point  com- 
inun  b.  Une  transformation  homographique  fait  correspondre 
aux  deux  cercles  deux  coniques  quelconques,  les  droites  iso- 
tropes issues  de/  et  de/'  ayant  pour  transformées  les  tan- 
gentes à  ces  coniques  aux  points  qui  correspondent  aux 
points  cycliques;  aux  points  a  ei  b  correspondent  enfin  les 
deux  autres  points  communs  à  ces  coniques.  On  voit  ainsi 
que  : 

Les  huit  tangentes  menées  à  deux  coniques  en  leurs  points 
communs  touchent  une  même  conique. 

Corrélativenftent  : 

Les  points  de  contact  des  tangentes  communes  à  deux  co- 
niques sont  huit  points  d'une  même  conique. 

130.  On  pourrait  multiplier  les  applications  de  ce  genre  ; 
nous  en  indiquerons  quelques-unes  dans  la  suite;  nous  nous 
limiterons  pour  le  moment  à  trois  exemples. 

D.  8 
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Proposons-nous  d'abord  le  problème  suivant  : 

Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  passent  par 
deux  points  fixes  a  et  h  et  dont  l'axe  a  une  direction  donnée. 

Faisons  une  transformation  homograpbique  telle  qu'aux 
points  a  et  b  correspondent  les  points  "cycliques  de  la  nou- 
elie  figure,  et  qu'aux  points  cycliques  de  la  figure  primitive 
correspondent  i\eu\  points  quelconques  a  et  (5.  Le  pointa 
l'infini  des  axes  considérés  se  transforme  en  un  point  •/  de  la 
droite  ajS,  et  le  lieu  cberché  a  pour  transformé  le  lieu  du 
point  d'intersection  des  tar)gentes  menées  par  a  et  ^  aux 
cercles  tangents  en  ■/  à  la  droite  «jS.  Or  on  voit  sans  peine, 
au  moyen  des  piopriélés  élémentaires  des  rayons  vecteurs 
d'une  conique,  que  ce  nouveau  lieu  est  la  conique  de  foyers 
a  et  (3  qui  passe  par  y;  ce  lieu  est  donc  tangent  aux  droites 
qui  joignent  oc  et  (3  aux  points  cycliques.  Le  lieu  demandé  est 
donc  une  conique  tangente  aux  droites  qui  joignent  les  points 
cycliques  aux  points  a  et  b,  c'est-à-dire  une  conique  de 
foyers  a  et  b;  une  des  asymptotes  de  cette  conique  est, 
d'ailleurs,  parallèle  à  la  direction  donnée  des  axes. 

151.  Étant  donnée  une  conique  F,  soit  M  un  point  arbi- 
traire, et  soient  P  et  Q  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  de  M  à  F.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  MPQ 
coupe  F  en*  deux  autres  points  P'  et  Q',  tels  (86)  que  le 
pôle  M'  de  P'Q'  par  rapport  à  F  soit  sur  le  cercle  considéré. 
Nous  allons  montrer  que  les  points  M  et  M'  et  les  deux  foyers 
réels  (ou  les  deux  foyers  imaginaires)  de  F  sont  quatre  points 
d'un  même  cercle  ('). 

Transformons  homographiquement  la  figure,  de  manière 
que  les  points  M  et  M'  aient  pour  transformés  les  points 
cycliques  que  nous  désignerons  par  m  et  m';  la  conique  F  se 
transforme  en  une  conique  y  et  le  cercle  considéi'é  a  pour 
transformé  (86)  le  cercle  orlhoptique  de  y.  Les  deux  foyers 
réels  (ou  imaginaires),  F  et  F' de  F,  deviennent  deux  som- 
mets opposés /et/'  du  quadrilatère  formé  par  les  tangentes 


(')  Problème   proposé  en  1891  au   Concours   d'admission  à   l'École  Normale 
{voir,  par  exemple,  Revue  de  Math,  spéc,  octobre  1891,  p.  igS). 
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à  y  issues  des  points  i  ely,  transformés  des  poims  cycliinies 
de  lu  prentiière  figure.  Le  pr()l)lème  initial  se  ninèrH»  donc  à 
montrer  que  les  points  m,  m',  /,  f^,  i  elj  sont  snr  une  même 
conique;  autrement  dit,  que  les  quatie  points/.^"",  / eiy^ont 
sur  un  même  cercle.  Or  les  points  ^  et  y  sont  sur  le  cercle 
orthoptique  considéré,  puisque  celui-ci  est  le  transformé 
d'un  cercle  de  la  première  figure;  par  suite,  les  tangentes  // 
et  if  sont  reclangiilaiie?,  ainsi  que  les  tangentes  y/ et  y/'. 
Il  en  résulte  que  le  cercle.de  diamètre  //'  passe  jiar  «et/, 
ce  qui  démontre  la  propriété  annoncée. 

Io2.  Considérons  un  cercle  C  passant  par  le  centre  ojfl'une 
hyperbole  équilatère  H  et  tangent  à  cette  courbe  en  un 
point  a.  Soit  ù  le  point  diamétralement  opposé  à  a  dans 
l'hyperbole,  et  soient  m  et  n  les  points  communs  à  celle 
courbe  et  au  cercle  en  question.  La  cnrde  mn  et  le  diamètre  ab 
sont  rectangulaires,  car  ces  droites  sont,  en  direction, 
symétriques  de  la  tangente  en  a,  la  première  par  rapport 
aux  axes  (01),  et  la  seconde  par  rapport  aux  asymptotes  de  H. 

Le  point  n,  par  exemple,  est  donc  (90)  l'orthoccntre  du 
triangle  abm,  et,  par  suite,  d'-iprès  un  théorème  connu  de 
Géométrie  élénieniaire,  si  l'on  désigne  |)ar  h  le  point  com- 
mun aux  droites  ab  et  mn,  on  a  la  i-elation 

ba./ib  -h  hm.hn  zz:  o. 

Les  points  a,  w,  m  et  n  étant  sur  un  même  cercle,  on  a, 
d'ailleurs, 

ha./ici)  =  hrn.ltn. 

De  ces  deux  relations  on  déduit  que  h  est  le  milieu  du 
segment  wb.  Le  point  m  est  donc  équidistant  des  points 
Ci)  et  b,  et,  par  suite,  son  symétrique  p  par  rapport  au 
centre  w  est  aussi  équidistant  des  points  w  et  a.  Le  point  a 
est  donc  sur  le  cercle  de  centre  p  qui  passe  par  03,  et  l'on 
voit,  par  suite,  que  : 

Si,  par  le  centre  w  et  par  un  point  m  d'une  hypei  hole 
équilatère^  on  mène  les  cercles  tangents  à  la  courbe,  en  des 
points  autres  que  m,  ces  points  sont  sur  un  cercle  passant 
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par  w  et  dont  le  centre  est  le  symétrique  p  de  m  par  rapport 

à   03. 

Transformons  homographiquement  ce  résultat:  au  triangle 
déterminé  par  le  point  w  et  les' points  cy<;liques  correspond 
un  triangle  arbitraire  T;  H  se  transforme  en  une  conique  T 
conjuguée  à  ce  triangle,  et  le  théorème  précédent  devient  !e 
suivant  : 

Étant  donné  un  triangle  T  conjugué  à  une  conique  F,  on 
peut  par  tout  point  m  de  Y  faire  passer  quatre  coniques  cir- 
conscrites au  triangle  T  et  tangentes  à  T  en  des  points  diffé- 
rents de  m.  Ces  points  sont  sur  une  mérrie  conique  ctrcon- 
scrite  à  T. 

Supposons,  en  particulier,  que  le  triangle  T  ait  pour  côtés 
la  droite  de  l'infini  et  les  axes  de  T.  Les  quatre  coniques  à 
considérer  sont  alors  les  hyperboles  d'Apollonius  relatives 
à  r,  qui  passent  par  un  point  m  de  cette  conique  et  lui  sont 
tangentes;  les  quatre  points  de  contact  ainsi  obtenus  sont 
alors  sur  une  même  hyperbole  d'Apollonius. 

Les  normales  en  ces  quatre  points  sont  donc  concourantes. 
Or  la  normale  au  point  m  rencontre  chacune  d'elles  au  point 
où  celle-ci  touche  la  développée  de  F,  puisque  cette  dernière 
équivaut  à  deux  noimales  infiniment  voisines  menées  de  ce 
point  à  r.  Inversement,  les  tangentes  menées  à  la  déve- 
loppée aux  points  où  elle  coupe  la  normale  en  m  sont  con- 
courantes. Ainsi  : 

5i,  à  une  développée  de  conique  à  centre  on  mène  une  tan- 
gente quelconque,  celle-ci  coupe  la  développée  en  quatre 
points  différents  du  point  de  contact.  Les  tangentes  à  la 
développée  en  ces  quatre  points  sont  concourantes  (*). 

153.  Nous  avons  eu  déjà  l'occasion  de  définir  (8i^  et  113) 
la  transformation  par  polaires  réciproques  dans  le  plan  et 
dans  l'espace.  Cetle  transformation,  dont  Poncelet  fit  un 
usage  étendu,  fut  le  premier  exemple  d'une  transformation 
corrélative. 

('  )  Ct!  théorème  est  Jù  îi  Laguorre.  L'auteur  île  cet  Ouvrage  l'avait  retrouvé 
l'ii  1S92  {Revue  de  Malli.  spéc,  iev.  1892,  p^  257). 
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Nous  avons  vu  commeni,  grâce  à  un  théorème  do  La- 
gueire  (3i),  les  relations  angulaires  peuvent  se  transformer, 
en  général,  par  une  Iransformalion  Iiojnographiqne  ou  corré- 
lalivc;  mais  elles  se  transforment  d'une  manière  parlicidiè- 
rement  simple  par  polaires  réciproques  par  rapport  à  une 
sphère  ou  à  un  cercle. 

Il  est  bien  évident,  en  effet,  que  l'angle  de  deux  plans  est 
égal  à  celui  des  droites  qui  joignent  au''  pôles  de  ces  plans  le 
centre  de  la  sphère  directrice;  et  l'on  a  une  propriété  ana- 
logue dans  le  plan. 

La  raison  de  cette  simplicité  de  transformation  des  pro- 
priétés angulaires,  c'est  que,  par  exemple,  dans  le  plan,  les 
polaires  des  points  cycliques  paj  rapport  à  un  ccicle,  qui  sont 
évidemment  les  tangentes  à  ce  cercle  en  ces  points,  sont  les 
droites  isotropes  issues  du  centre  co  de  ce  cercle.  On  voit, 
par  suite,  que  la  transformée  d'un  cercle  quelconque,  c'est- 
à-dire  d'une  conique  passant  par  les  points  cycliques,  est 
tangente  aux  droites  isotropes  issues  de  Wv  ou,  autrement 
dit,  que  cette  transformée  admet  w  pour  foyer.  De  même. 
dans  l'espace,  les  polaires  réciproques  des  sphères,  relative- 
ment à  une  sphère,  sont  des  quadriques  de  révolution  admet- 
tant pour  foyer  principal  le  centre  de  lasphère  directrice. 

Par  exemple,  aux  coniques  de  foyer  w,  qui  passent  par 
trois  points  a,  b  et  c,  vont  correspondre,  par  polaires  réci- 
proques relativement  à  un  cercle  de  centre  o),  les  cercles 
tangents  aux  polaires  des  points  a,  b  et  c.  De  la  construction 
bien  connue  des  quatre  cercles  inscrits  à  un  triangle,  on 
déduit  donc  aisément  une  solution  du  problème  de  Halley 
(n°73),qui  revient  d'ailleurs  à  celle  que  nous  avons  indiquée, 
comme  on  s'en  rend  compte  en  remarquant  qu'aux  centres 
des  quatre  cercles  en  question  correspondent  les  polaires  du 
point  w  par  rapport  aux  quatre  coniques  à  déterminer,  c'est- 
à-dire  leurs  directrices  relatives  au  foyer  fo. 

loi.  Indiquons  deux  applications  de  la  transformation  par 
polaires  réciproques  relativement  à  un  cercle  ou  à  une  sphère. 

Transformons  d'abord  la  propriété  suivante  :  les  cordes 
d'un  cercle  F,  vues  sous  un  angle  donné  d'un  point  fixe  w  de 
ce  cercle,  enveloppent  un  cercle.  C  concentrique  à  F.  Fre- 
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iiuns  pour  c^rcte  diiecleur  un  cercle  de  centre  co  :  au 
certie  Tva  corriispondre  évidenimerU  une  parabole  T',  de 
foyer  m;  aux  cordes  considérées  correspondent  les  points 
d'où  la  parabole  F'  est  vue  sous  l'angle  donné  ;  le  lieu  de 
ces  points  eàt  la  transformée  de  C,  c'est-à  dire  une  conique 
de  foyer  cû;  de  plus,  comme  F  et  C  sont  concentriiiues,  le 
point  0)  doit  avoir  même  polaire  par  rapport  à  F  et  à  C.  Par 
suite  : 

Le  lieu  des  sommets  des  angles  de  grandeur  donnée  cir- 
conscrits à  une  parabole  est  une  conique  admettant  le  foyer 
de  la  parabole  pour  foyer  et  sa  directriee  pour  directrice 
correspondante. 

loo.  Comme  seconde  application,  prenons  la  propriété  sui- 
vante, que  nous  avons  obtenue  précédemment  (n°  14-0)  :  les 
quadriques  circonsciites  à  un  tétraèdre  orlbocentrique  et 
qui  passent  par  son  orlhocenlre  sont  des  hyperboloïdes  équi- 
lalères.  Prenons  pour  sphère  directrice  la  sphère  conjuguée 
au  tétraèdre  orthocentrique  en  question  :  elle  a  pour  centre 
l'orthocentre  de  ce  tétraèdre,  de  sorte  que  les  quadriques  qui 
passent  par  ce  point  se  transforment  en  paraboloides.  Aux 
quadriques  envisagées  correspondent  donc  les  parabolordes 
inscrits  au  tétraèdre.  D'ailleurs  à  un  hyperpoloïde  équilatère 
correspond  une  quadrique  telle  que  le  cône  circonscrit  issu 
de  l'orthocentre  soit  inscriplible  à  des  trièdres  trirectangles. 
Enfin  le  lieu  des  sommels  des  trièdres  trirectangles  circons- 
crils  à  un  paraboloide  est  son  plan  orthoptique.  On  voit  donc 
que  : 

L'orthocentre  d' un  tétraèdre  orthocentrique  circonscrit  à 
un  paraboloide  est  dans  son  plan  orthoptique. 

A  propos  de  la  ti-aasformalion  par  rayons  vecteurs  réci- 
projues,  nous  aurons  plus  loin  à  revenir  sur  la  transforma- 
tion par  polaires  réciproques  relativement  à  un  cercle  ou  à 
une  sphère  ('  ). 

(')  Mannlieiiii  ainunlrc  (■oiniinMit  on  peiil  tiausforiner  les  lelatious  inétritjues 
par  polaires  réciproques  relativement  à  un  cercle;  on  y  parvient  facilemeDt  en 
reiu;ir({uant  qu'à  dos  cercles  de  grandeur  donnée  correspondent  des  coniques  de 
l.aïainétre  ii.xo. 
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Représentations  planes  des  qaadriques. 

156.  Nous  avons  déjà  (tr  15)  considéré  deux  sortes  de  trans- 
formations des  figures  :  les  premières,  comme  les  transfor- 
mations homographiques  et  corrélatives,  s'étendent  aux  élé- 
ments de  tout  l'espace;  dans  les  autres,  au  contraire,  on 
n'envisage  que  les  éléments  dedeuxsurfaces.  Si,  par  exemple, 
ces  sui'faces  se  correspondent  point  par  point,  on  dit  que 
l'une  des  surfaces  est  représentée  sur  l'autre  :  c'est  le  cas  des 
transformations  planes. 

11  esi,  par  exemple,  facile  d'obtenir  sur  un  plan  P  une 
représentation  d'une  quadrique  arbitraire  Q:  r.)  étant  un  poin't 
fixe  de  cette  surface,  et  a  en  étant  un  point  quelconque,  il 
suffit  de  faire  correspondre  à  ce  point  le  point  a',  oh  la 
droite  wa  perce  le  plan  P.  A  lout  point  de  Q  correspond 
ainsi  un  seul  point  de  P,  et  il  n'y  a  exception  que  pour  le 
point  w,  auquel  correspondent  tous  les  poinU  de  l'intersec- 
tion du  plan  P  et  du  plan  tangent  à  Q  en  oj.  D'autre  part,  les 
points  iQ\.j,x)i\  le  plan  P  rencontre  les  deux  génératrices 
de  Q  qui  se  croisent  en  w,  sont  les  seuls  points  du  plan  P  qui 
correspondent  à  plusieurs  points  de  la  quadrique:  chacun 
d'eux  représente  tous  les  points  de  la  génératrice  correspon- 
dante. 

157.  A  toute  courbe  F  tracée  sur  Q  correspond  une  courbe  T' 
du  plan  P.  Si  F  est  l'intersection  de  Q  avec  une  surface  de 
degré  n,  chacune  des  génératrices  w/  et  'j)j  contient  n  points 
de  cette  courbe  ;  par  suite,  les  points  i  et  y'  sont  des  points 
multiples  d'ordre  n  dans  la  courbe  F'.  Par  exemple,  si  F  est 
une  biquadratique  gauche,  F'  est  une  courbe  du  quatrième 
degré  admettant  /et/  pour  points  doubles. 

A  toute  section  plane  deQ  correspond  donc,  dans  le  plan  P. 
une  conique  passant  par  «ety,  et  réciproquement,  car  le  cône 
de  sommet  co,  ayant  pour  base  une  conique  passant  par  i  clj, 
contient  les  génératrices  wt  et  coy  et  coupe  par  suite  Q  sui- 
vant une  seconde  courbe  plane. 

Étant  donnée  une  conique  F  sur  Q,  il  est  facile  d'obtenir 
les  tangentes  en  i  et  y'  à  sa  transformée  F'  :  ce  sont,  en  effet, 
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bien  évidemment,  les  traces  sur  le  plan  P  des  plans  tangents 
à  Q  aux  points  où  F  coupe  les  génératrices  wt  et  w/.  Ces 
deux  plans  tangents  passent  d'ailleurs  par  le  pôle  p,  par  rap- 
port à  Q,  du  plan  de  F  ;  les  tangentes  en  ^  ety  à  F  se  coupent 
donc  au  point/»'-,  où  co/?  perce  le  plan  P. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  plan  P  est  parallèle  au  plan 
tangent  en  c6,  le  point /j'  devient  le  centre  de  F'. 

158.  La  représentation  précédente  permet  donc  de  ramener 
l'étude  des  propriétés  des  coniquçs  F',  qui  passent  par  i  et  y, 
à  celles  des  sections  planes  F  de  la  quadrique  Q,  et  récipro- 
quement. En  voici  un  premier  exemple  : 

Les  deux  points  communs  à  deux  coniques  F,  et  F2,  situées 
sur  Q,  ont  pour  projections  sur  P  les  deux  points,  autres 
que  i  ety,  où  se  coupent  F'j  et  F!,.  Autrement  dit,  la  seconde 
corde  commune  aux  coniques  F',  et  F',  est  la  projection  sur  P 
de  l'intersection  des  plans  de  Fj  et  de  F,.  Or,  si  nous  consi- 
dérons trois  sections  planes  de  Q,  les  intersections  de  leurs 
plans,  pris  deux  à  deux,  passent  évidemment  par  le  point 
commun  à  ces  trois  plans  ;  leurs  projections  sur  P  sont  donc 
concourantes.  Par  suite  : 

Quand  trois  coniques  d'un  même  plan  ont  deux  points  com- 
muns^ les  trois  droites  qui  joignent  les  autres  points  que  ces 
coniques  ont  deux  à  deux  en  commun  sont  concourantes. 

En  particulier  : 

Les  axes  radicaux  de  trois  cercles  pris  deux  à  deux  sont 
concourants. 

159.  Comme  autre  application,  transformons  le  théorème 
suivant,  qui  résulte  de  ceux  du  n°  102  :  si  trois  coniques  har- 
moniquement  circonscrites  à  une  même  conique  C  ont  pour 
corde  commune  ij,  les  cordes  communes  conjuguées,  qu'elles 
admettent  deux  à  deux,  passent  par  le  pôle  a  de  ij  par  rapport 
àC. 

Or,  aux  coniques  harmoniquement  circonscrites  à  C  vont 
correspondre  sui'  0  'es  sections  par  les  plans  qu'interceptent 
sur  cette  quadrique  les  arêtes  des  trièdres  obtenus  en  joi- 
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gnant  le  point  w  aux  sommets  des  triangles  conjugués  à  C, 
trièdres  qui  sont  donc  conjugués  au  cône  de  sommet  w  et  de 
directrice  C-  Les  plans  ainsi  déterminés  sont  donc  tels  que 
les  droites  communes  à  trois  quelconques  d'entre  eux,  pris 
deux  à  deux,  se  coupent  en  un  point  de  coa  ;  par  suite,  ces 
plans  coupent  tous  ota  au  même  point.  Donc  : 

Les  trièdres  conjugués  à  un  cône  du  second  degré  dont  le 
sommet  appartient  à  une  quadrique,  interceptent  sur  celle-ci 
des  plans  qui  passent  par  un  point  fixe  ('). 

160.  La  représentation  plane  d'une  quadrique  permet  de 
ramener  ainsi  les  unes  aux  autres  un  grand  nombre  de  ques- 
tions relatives  aux  figures  tracées  sur  une  quadrique  ou  sur 
un  pl.Eln. 

Considérons,  par  exemple,  sur  la  quudrique  Q  une  biqua- 
dratique  gauche  passant  par  le  centre  de  projection  a>  :  sa  pro- 
jection sur  le  plan  P  est  une  cubique  passant  par  les  points  i 
et  y.  On  obtient  d'ailleurs  ainsi  toutes  les  cubiques  du  plan  P 
qui  passent  par  i  ety,  car  une  telle  cubique  se  trouve  définie 
par  la  donnée  de  sept  autres  points  (neuf  points  définissant 
en  général  une  cubique),  et  les  projections  de  ces  sept  points 
sur  Q  déterminent,  avec  co,  une  biquadratique  gauche  située 
sur  Q.  Ainsi,  l'étude  des  cubiques  du  plan  P  qui  passent  par  t 
ety  se  ramène  à  celles  des  biquadratiques  gauches  de  Q  qui 
passent  par  co  (=*). 

A, toutes  les  biquadratiques  considérées  qui  passent  par 
six  points,  en  outre  du  point  w,  correspondent  donc  des  cu- 
biques qui  passent  par  six  points,  en  outre  des  points  i  ety. 
Or  les  premières  de  ces  courbes  passent,  d'après  le  n°  144, 
par  un  huitième  point  fixe  ;  par  suite,  les  cubiques  considérées 
ont  un  neuvième  point  fixe.  On  voit  ainsi  comment  l'étude 
des  neuf  points  communs  à  deux  cubiques  d'un  même  pian 
peut  se  ramener  à  celle  des  huit  points  communs  à  trois  qua- 
driques. 

(')  Dans  le  cas  pai'ticulier  où  les  trièdres  considérés  sont  Irirectangles,  ou  a 
un  théorème  dû  à  Frégier  (1816). 

(-)  Cette  remarque  est  due  à  M.  Picquet  {Bull,  de  la  Soc.  de  Malh.,  1894, 
p.  21). 
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Inversion. 

161.  Un  cas  particulièrement  intéressant  de  la  transforma- 
tion que  nous  venons  d'étudier  est  celui  où  les  points  i  et  y 
sont  les  points  cycliques  du  plan  P  :  il  se  produit  lorsque,  le 
point  w  étant  un  ombilic  de  Q,  le  plan  P  est  i)arallèleau  plan 
tangent  à  Q  en  ce  point.  Les  sections  planes  de  Q  se  projettent 
ainsi  sur  le  plan  P  suivant  des  cercles  et  réciproquement. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  quadricjue  Q  est  une  sphère  S 
et  où  le  plan  tangent  en  co  est  parallèle  au  plan  P,  on  obtient 
\a  projection  stéréographique  qui  était  déjà  connue  de  Ptolé- 
mée.  Dans  ce  cas,  la  sphère  S  et  le  plan  P  peuvent  d'ailleurs 
être  considérés  comme  des  surtaces  se  correspondant  dans 
une  transformation  qui  s'étend  à  tout  l'espace,  la  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques  ou  par  inversion. 
due  à  Bellavitis  (i836). 

C'est  une  transformation  ponctuelle  qui,  étant  donné  un 
pôle  fixe  w,  fait  correspondre  à  tout  point  m  un  point  m'  de 
la  droite  co/n,  tel  que  le  produit  w/n.  um'  ait  une  valeur  don- 
née qu'on  nomme  puissance  de  la  transformation.  On  voit 
que  les  points  ni  et  m'  sont  réciproques;  autrement  dit,  l'in- 
version est  une  transformation  involutive. 

16*2.  Si  l'on  considère  la  sphère  2  de  centre  co  dont  le  carré 
du  rayon  est  égal  à  la  puissance  d'inversion,  on  voit  que  les 
points  m  et  m'  sont  points  conjugués  à  cette  sphère,  situés  sur 
un  même  diamètre.  L'inversion  est  donc  un  cas  particulier 
de  la  transformation  définie  de  la  manière  suivante  : 

Étant  donnés  une  quadrique  Q  èl  un  point  fixe  &>,  on  fait 
correspondre  à  tout  point  m  le  point  m' où  la  droite  wm  coupe 
le  plan  polaire  de  m  par  rapport  à  Q  :  on  définit  bien  ainsi 
une  transformation  involutive. 

Le  transformé  du  point  co  est  indéterminé  dans  le  plan  po- 
laire de  ce  point,  puisque  la  droite  w/n  est  alors  indétermi- 
née. Il  existe  encore  un  autre  cas  où  le  point  m'  est  indéter- 
miné :  c'est  celui  où  la  droite  ww  se  trouve  dans  le  plan 
polaire  du  point  m,  ce  qui  ne  se  produit  que  si  elle  est  tan- 
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gcnte  à  la  quadrique  Q  au  point  m  :  le  point  m'  est  alors  in- 
déterminé sur  la  droite  oo«î,  et,  réciproquement,  le  point  m 
correspond  àlout  poirjt  de  cette  droite.  Désignons  \)nr  II  le 
plan  polaire  de  w,  et  par  F  sa  conique  d'intersection  avec  Q. 
Supposons  que  le  point  m  engendre  une  surface  (/«)  ne 
cojitonant  ni  le  pôle  co,  ni  la  co-nique  F,  Aux  points  d'inter- 
section de  cette  surface  avec  !c  plan  II  correspondent  des 
poinis  infiniment  voisins  de  oj,  situés  sur  les  génératrices  du 
cône  de  sommet  w  qui  admet  poiii'  ilireclrice  l'intersection  en 
question  ;  la  surface  (m')  admet  donc  en  w  un  point  multiple 
doni  lii  multiplicité  est  égale  au  degré  de  (m).  D'autre  part, 
si  l'on  considère  une  droite  quelconque  issue  de  w,  à  tout 
point  de  {ni)  situé  sur  celle  droite  correspond  un  point 
de  {m').  On  voit  donc  que  le  degré  de  {m')  est  double  de  celui 
de  (m).  En  outre,  la  conique  F  est,  sur  (m'),  une  courhe 
multiple  d'ordre  égal  au  degré  de  (m),  car  chaque  point 
de  F  coirespond  aux  divers  points  d'intersection  de  {m)  avec 
la  droite  qui  le  joint  au  pôle  w. 

Dans  le  cas  oij  la  surface  (m)  admet  «  pour  point  multiple 
d'ordre  p,  le  degré  de  {m')  et  l'ordre  de  multiplicité  de  F  di- 
minuent de  p  unités,  comme  on  le  voit  aisément.  Si,  au  con- 
traire, {m)  admet  F  comme  courbe  multiple  d'ordre  «jr,  le  degré 
de  (m')  et  l'ordre  de. multiplicité  du  pôle  w  diminuent  de  27 
unités.  Ainsi  : 

A  une  surface  de  degré  «,  admettant  te  pôle  pour  point 
multiple  d'ordre  p  et  les  points  de  F  pour  points  multiples 
d'ordre  7,  correspond  une  surface  de  degré  {n — p  —  27). 
admettant  le  pôle  pour  point  multiple  d'ordre  {n  —  217)  et  les 
points  de  F  pour  points  multiples   d'ordre  (  «  —  p). 

Dans  le  cas  de  l'inversion,  ia  courbe  F  est  l'ombilicale;  on 
voit  ainsi  que  l'inverse  d'un  plan  est  une  sphère  passant  pur 
le  pôle,  que  l'inverse  d'une  sphère  est  une  sphère,  que  l'in- 
verse d'une  quadrique  est  une  surface  du  quatrième  degré, 
admettant  le  pôle  pour  point  double  et  l'ombilicale  pour 
ligne  double. 

1G3.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  trouver  directement  plusieurs 
de  ces  résultats. 
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Il  est  bien  évideni,,  en  effet,  que,  si  l'on  considère  toutes 
les  inversions  de  même  pôle,  les  différentes  transformées 
d'une  même  figure  seront  homothétiques  par  rapport  au  pôle. 
Or,  étant  donnée  une  sphère  quelconque,  elle  se  transforme 
évidemment  en  elle-même,  si  l'on  prend  pour  puissance  d'in- 
version la  puissance  du  pôle  ppr  rapport  à  celte  sphère.  Par 
suite  :  , 

La  Iransforinée  d'une  sphère  est  une  sphère. 

Dans  le  cas  où  la  sphère  se  transforme  en  elle-même,  deux 
points  réciproques  de  celte  sphère  se  correspondent  évidem- 
ment aussi  dans  une  transformation  homologique,  1^  centre 
d'homologie  étant  le  pôle  d'inversion  et  le  plan  d'homologie 
étant  son  plan  polaire  par  rapport'à  la  sphère.  Par  suite,  à 
une  courbe  sphérique  d'un  certain  degré  en  correspondra 
une  du  même  degré  ;  on  en  déduit  que  dans  le  cas  général  : 

L'inversion  conserve  le  degré  des  courbes  sphériques. 

Rappelons,  enfin,  que  la  figure  inverse  d'un  plan  est  une 
sphère  passant  par  le  pôle,  le  plan  tangent  à  celle  sphère  au 
pôle  étant  parallèle  au  plan  considéré.  La  projection  stéréo- 
graphique  est  donc  bien  un  cas  particulier  de  l'inversion. 

A  deux  plans  vont  donc  correspondre  deux  sphères  passant 
par  le  pôle  w  et  par  le  cercle  qui  correspond  à  l'intersection 
des  deux  plans.  Comme  les  plans  tangents  en  w  à  ces  deux 
sphères  sont  parallèles  aux  plans  considérés,  elles  se  coupent 
en  tous  leurs  points  communs  sous  un  angle  égal  à  celui  des 
plans  donnés.  Comme,  d'autre  part,  à  des  surfaces  tangentes 
correspondent  des  surfaces  tangentes,  on  voit  que  : 

L'inversion  conserve  les  angles. 

164.  Comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  (162),  deux  points 
a  Ql  b  qui  sont  réciproques  dans  une  inversion  sont  tels  que 
toute  sphère  passant  par  a  et  6  coupe  orthogonalement  une 
sphère  fixe  S.  Il  en  résulte  que  : 

Les  figures  inverses  de  deux  figures  inverses  V une  de 
l'autre  sont  encore  inverses  l'une  de  l'autre. 
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En  effet,  si  nous  transformons  pur  inversion  la  |)ren)ièie 
figure,  à  1.1  sphère  S  correspond  une  sphère  S'  et  aux  points 
a  et  6  deux  points  a'  et  b'  tels  que  toutes  les  sphères  qui 
passent  par  a'  et  b'  coupent  orthogonalement  S'. 

Si  nous  avions  piis  pour  pôle  d'inversion  un  point  de  S,  la 
sphère  S'  se  réduirait  à  un  plan,  elles  points  a'  et  6' seraient 
symétriques  par  rapport  à  ce  plan.  On  voit  donc  que  : 

On  peut  toujours  transformer  par  inversion  deux  figures 
inverses  en  deux  figures  symétriques  par  rapport  à  un  plan. 

Deux  courbes  d'une  môme  sphère  qui  sont  perspeclives 
l'une  de  l'autre  peuvent  être  considérées  comme  des  figures 
inverses;  en  les  transformant  par  inversion,  on  aura  donc 
encore  deux  figures  inverses.  En  particulier  : 

Quand  deux  figures  situées  sur  une  même  sphère  sont  en 
perspective^  leurs  projections  stéréographiques  se  correspon- 
dent par  rayons  vecteurs  réciproques. 

165.  Lorsqu'une  courbe  ou  une  surface  se  transforme  en 
elle-même  par  inversion  on  dit  qu'elle  est  anallagmalique. 
Du  premier  théorème  du  numéro  précédent  on  déduit  donc 
que  : 

L'inverse  dune  figure  anallagmalique  est  aussi  anallag- 
matique. 

On  voit  aussi  que  : 

On  peut,  par  inversion^  transformer  une  figure  anallag- 
matique  en  une  figure  ayant  un  plan  de  symétrie. 

Enfin  : 

Une  courbe  anallagmatique  plane  peut  être  considérée 
comme  la  projection  stéréographique  de  l'intersection  d'une 
sphère  et  d'un  cône. 

* 

Or,  si  l'on  considère  l'intersection  d'une  sphèi'c  S  et  d'un 
cône  1,  tout  plan  T  tangent  au  cône  coupe  la  sphère  suivant 
un  cercle  qui  est  visiblement  bitangent  à  cette  intersection. 
Ce  cercle  coupe  d'ailleurs  orthogonaleiiiient  le  cercle  de  la 
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sphère  situé  dans  le  plan  polaire  du  sommet  du  cône.  Par 
une  projection  stéréographiqne,  ce  cercle  se  transforme  donc 
en  un  cercle  F  d'un  plan  P  coupant  orlhogonalement  un  cercle 
fixe  et  ayant  pour  centre  la  projection  du  pôle  du  plan  tan- 
gent T.  Quand  le  plan  T  varie  en  restant  tangent  an  cône  2, 
sjon  pôle  décrit  une  courbe  plane,  située  dans  le  plan  po- 
laire du  sommet  de  2,  et  dont  le  degré  est  égal  à  la  classe  de 
ce  cône.  Le  centre  du  cercle  F  décrit  la  projection  de  cette 
courbe  sur  le  plan  P,  et  la  courbe  anallagmatique  envisagée 
est  définie  comme  étant  l'enveloppe  du  cercle  F.  On  nomme 
déférente  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle,  et  cercle  directeur 
le  cercle  qu'il  coupe  orthogonalement.  Le  rentre  de  ce  der- 
nier est  (157)  la  projection  du  sommet  de  1. 

166.  Les  courbes  âiiallagmaliques  dontla  déféi-ente  est  une 
conique  sont  appelées  cycliques  planes.  Le  cône  D  est  alors 
de  la  seconde  classe,  et,  par  suite  : 

Toute  cyclique  plane  est  la  projection  stéréographique 
d'une  biquadratique  spKérique  (*). 

D'autre  part,  par  toute  biquadratique,  il  passe  quatre  cônes 
du  second  degré  2;  par  suite,  toute  biquadratique  sphérique 
est  anallagmatique  de  quatre  manières;  il  en  résulte  que: 

Toute  cyclique  plane  est  anallagmatique  de  quatre  ma- 
nières. 

Toute  cyclique  plane  a  donc  quatre  déférentes;  qui  sont 
toutes  quatre  des  coniques,  puisque  les  quatre  cônes  1  sont 
de  la  seconde  classe.  Ces  quatre  coniques  sont  d'ailleurs  les 
projections  sur  le  plan  P  des  coniques  C  de  l'espace  qui  cor- 
respondent aux  cônes  1  par  polaires  réciproques  relative- 
ment à  la  sphère  S.  Par  suite,  les  coniques  C  appartiennent 
à  un  même  faisceau  tangentiel,  qui  comprend  la  sphère  S. 
Par  tout  point  w  de  l'espace,  il  passe  donc  quatre  plans  tan- 
gents à  ces  coniques  et  à  la  sphère  S.  Si  le  point  w  est  en 
particulier  le  centre  de  projection,  ces  quatre  plans  se  cou- 

(')  Laouerri:,  fSidt.  de  la  Soc.  philom.,  1867. 
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pent  deux  à  deux  suivant  les  génératrices  de  la  sphère  qui  se 
croisent  en  co.  Les  traces  de  ces  plans  sur  le  plan  P  sontdonc 
des  droites  isotropes  ;  il  en  résulte  que  les  quatre  déférentes 
ont  quatre  tangentes  isotropes  communes  ;  autrement  dit  : 

Les  quatre  déférentes  sonthomofocales. 

A  chaque  déférente  correspond  un  cei-cle  directeur;  le 
centre  de  chacun  d'eux  est  la  projection  sur  le  plan  P  du 
sommet  d'tin  des  quatre  cônes  1  considérés.  Or  ces  quatre 
sommets  déterminent  un  tétraèdre  conjugué  à  la  sphère  S,  et 
les  cercles  directeurs  sont  les  projections  stéréographiques  des 
sections  de  S  par  les  faces  de  ce  tétraèdre.  On  en  déduit  que  : 

Les  quatre  cercles  directeurs  se  coupent  deux  à  deux  ortho- 
gonalement. 

Les  sommets  de  trois  cônes  2  déterminent  un  triangle 
à  la  fois  conjugué  à  la  sphère  S  et  au  quatrième  cône  1;  ce 
triangle  est  donc  conjugué  aussi  à  la  conique  C,  polaire  réci- 
proque de  ce  dernier  cône  par  rapport  à  2.  Dans  la  projection 
on  voit  donc  que  : 

Les  centres  de  trois  cercles  directeurs  sont  les  sommets  du 
triangle  conjugué  à  la  fois  au  quatrième  cercle  directeur  et 
à  la  déférente  correspondante. 

Les  théorèmes  qui  précèdent  permettent,  étant  donnés  une 
déférente  et  son  cercle  directeur,  de  déterminer  les  trois 
autres  déférentes  et  leurs  cercles  directeurs. 

167.  On  peut  considérer  sous  le  nom  de  transformation 
anallagmatique  la  transformation  qui  fait  correspondre  dans 
le  plan,  à  une  courbe  quelconque,  la  courbe  anallagmatique 
admettant  la  courbe  donnée  pour  déférente,  le  cercle  direc- 
teur étant  donné  :  c'est  une  transformation  de  contact,  qui  à 
tout  point  m  du  plan  fait  correspondre  le  cercle  ayant  ce 
point  pour  centre  et  orthogonal  à  un  cercle  fixe  F.  A  deux 
points  conjugués  au  cercle  F  correspondent  ainsi  deux  cercles 
qui  se  coupent  orthogonalernent,  car  ils  peuvent,  d'après  ce 
qui  précède,  être  considérés  comme  les  projections  stéréo- 
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graphifjues  des  sections  d'Une  splière  par  deux  plans  conju- 
gués à  celle  sphère. 

A' tous  les  points  m  d'une  droite  D  correspondent  ainsi  des 
cercles  qui  passent  par  deux  points  fixes  a  et  (3,  réciproques 
par  rapport  au  cercle  directeur.  Si  fa  droite  D  est  tangente  à 
une  enveloppe  quelconque,  les  points  a  et  (3  décrivent  la 
transformée  anallagmatique  de  cette  enveloppe.  On  voit  ainsi 
qu'à  chaque  tangente  commune  à  deux  déférentes  correspon- 
dent deux  points  communs  à  leurs  transformées. 

Considérons  en  particulier  la  famille  de  courbes  anallagma- 
tiques  ayant  le  même  cercle  directeur  T  et  dont  les  déférentes 
sont  des  coniques  passant  par  quatre  points  fixes  de  ce  cercle 
directeur.  Considérons  deux  de  ces  déférentes  et  une  de  leurs 
tangentes  communes  D  :  à  cette  droite  correspondent  deux 
points  a  et  (3  communs  aux  deux  cycliques  correspondantes. 
D'autre  part,  les  deux  points  de  contact  de  D  avec  les  deux 
déférentes  sont  (n°67)  les  points  doubles  de  l'involution. dé- 
terminée sur  D  par  le  faisceau  des  déférentes  considérées; 
ils  sont  donc  conjugués  au  cercle  F,  qui  appartient  à  ce  fais- 
ceau. Les  cercles  qui  correspondent  à  ces  points,  et  qui  lou- 
chent les  deux  cycliques  considérées  en  a  et  en  (3,  se  coupent 
donc  orlhogonalement  en  ces  points;  il  en  est  donc  de 
même  des  deux  cycliques.  Ainsi  : 

Les  cycliques  ayant  un  même  cercle  directeur  et  dont  les 
déférentes  passent  par  quatre  points  fixes  de  ce  cercle  fornlent 
un  système  orthogonal. 

D'après  la  définition  même  des  courbes  anallagmatiques, 
les  points  communs  au  cercle  direcleuret  à  la  déférente  sont 
des  cfrcles  de  rayon  nul  bitangenls  à  ces  courbes  ou,  d'après 
la  définition  de  Plucker  (n°  69),  des  foyers  de  ces  courbes.  On 
montre  que,  dans  le  cas  des  cycliques,  la  donnée  de  quatre 
foyers  situés  sur  un  môme  cercle  directeur  suffit  à  déter- 
miner tous  les  autres;  le  théorème  précédent  peut  donc 
s'énoncer  ainsi  : 

Les  cycliques  honiofocales  forment  un  système  urlhogonal. 
La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  peut  s'étendre. 
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dans. l'espace,  aux  aurfaces  anallajrmalk|iies  doni  la  surface 
déférente  est  une  quadrique,  et  qu'on  jiomme  cyclides.  A  des 
déférentes  passant  par  une  môme  biquadratique  gauche  de  la 
sphère  directrice  correspondent  alors  des  cyclides  qui  forment 
un  système  triplement  orthogonal  ('). 

168.  Lorsque  la  déférente  est  une  conique  bilangcnte  au 
cercle  directeur,  la  cyclique  correspondante  se  décompose  en 
deux  cercles.  En  efl'et,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  si  l'on 
fait  passer  une  sphère  par  le  cercle  directeur,  la  courbe  anal- 
lagmatique  est  la  projection  sléréographique  de  rinlerseclion 
de  cette  sphère  par  le  cône  qui,  par  rapport  à  celte  sphère, 
correspond  à  la  déférente  par  polaires  réciproques.  Or,  dans 
le  cas  actuel,  ce  cône  est  un  cône  du  second  degré  bitangent 
à  la  sphère,  qu'il  coupe  donc  suivant  deux  cercles. 

169.  Un  autre  cas  de  réduction  est  celui  oîi  la  déférente  est 
une  parabole.  Le  cône  qui  correspond  par  polaires  réciproques 
à  cette  parabole,  par  rapport  à  une  sphère  menée  par  le 
cercle  directeur,  passe  en  effet  alors  par  le  centre  de  la  pro- 
jection sléréographique  considérée.  Ce  centre  de  projection 
appartient  donc  à  l'intersection  de  ce  cône  avec  la  sphère,  et 
celte  courbe  se  projette  donc  suivant  une  cubique  circulaire, 
qui  est  anallagmalique  de  quatre  manières. 

Comme  les  droites  qui  joignent  un  point  d'une  biquadra- 
tique gauche  aux  sommets  des  cônes  qui  la  contiennent  sont 
évidemment  des  cordes  de  celle  courbe,  on  voit  (juc  les  quatre 
pôles  d'anallagmatie  se  trouvent  alors  sur  la  cubique.  On  se 
rend  compte  aisém'^nt  qu'ils  sonl  les  points  de  contncl  des 
quatre  tangentes  à  celte  courbe  parallèles  à  son  asymptote 
réelle. 

170.  Les  sections  planes  d'un  tore  offrent  un  exemple 
simple  de  cycliques.  Le  tore  étant,  en  etïet,  l'enveloppe  d'une 


(  '  )  Dans  l'Ouvrage  do  M.  Darboux,  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes 
et  de  surfaces,  le  lecteur  trouvera  d'intéressants  développements  de  ces  pro- 
priétés, qui  ont  été  étudiées  par  Manuhcim,,  Moutard,  Laguerre,  MM.  Darboux, 
Uumbert,  etc. 
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s[»lu'fe  -  de  giaiuleiir  donnée,  tloiil  le  ceiilie  décrit  un 
cercle  Y,  toute  section  par  un  plan  P  peut  être  considérée 
comme  l'envelopiie  des  cercles  C  suivà't  lesquels  le  plan  P 
coupe  les  sphères  i.  Or  tout  point  de  l'axe  du  tore  a  même 
puissance  par  rapport  aux  sphères  1;  par  suite,  le  point  w  où 
cet  axe  perce  le  plan  P  a  même  puissance  par  rapport  aux 
cercles  C,  dont  le  centre  décrit  d'ailleurs  l'ellipse  suivant  la- 
(|uellele  cercle  F  se  projette  orthogonalemeai  sur  le  plan  P. 
Le  cercle  directeur  est,  dans  ce  cas,  concentrique  à  la  défé- 
rente :  les  cycliques  ainsi  obtenues  sont  aussi  appelées  spi- 
riqueSf 

Dans  le  cas  d'un  plan  biiangenl  au  tore,  on  se  rend  compte 
aisément  que  la  déférente  est  bitangente  au  cercle  directeur. 
Par  suite  :  - 

La  section  d'un  tore  par  un  pian  bitangent  se  compose  de 
deux  cercles. 

Eu  remarquant  que  la  ligure  inverse  d'un  tore  par  rapport 
à  un  point  de  son  axe  est  encore  un  tore,  M.  Mannheima  gé- 
néralisé le  théorème  précédent,  dû  à  Villarceau,  et  obtenu 
l'énoncé  suivant: 

Toute  sphère  bitangente  à   un  tore  le  coupe  suivant  deux 

cercles. 

171.  Comme  autre  application  de  l'inversion,  transformons 
le  théorème  suivant,  dont  la  démonstration  est  immédiate  : 
Si  l'on  considère  tous  les  cercles  d'un  pian  P  qui  ont  en  un 
point  a  une  tangente  donnée,  le  lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée  se  compose 
lie  deux  droites  rectangulaires  issues  du  point  a. 

En  prenant  pour  pôle  d'inversion  un  point  quelconque  |3  de 
l'espace,  le  plan  P  se  transforme  ^n. une  sphère  passant  par  (3, 
les  cercles  considérés  deviennent  des  cercles  A  de  cette 
^[)hère  ayant  en  un  pointa  une  tangente  donnée;  enfin  les 
droites  du  plan  P  qui  ont  une  direction  donnée  ont  pour 
transformées  des  cercles  B  de  la  sphère  ayant  en  (3  une  tan- 
gente donnée.  Le  lieu  considéré  se  vansforme  donc  en  celui 
des  points  de  contact  des  cercles  A  et  li,  qui  se  compose  donc 
(le  deux  cercles  orthogonaux  passant  par  a  et  b. 
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Soit  m  un  point  de  ce  lieu  :  la  tangente  commune  menée 
en  ce  point  aux  deux  cercles  A  et  B  qui  s'y  louchent  ren- 
contre à  la  fois  les  deux  tangentes  fixes  données  qui  passent 
par  a  et  P;  le  lieu  peut  donc  être  considéré  comme  celui  des 
points  de  contactdes  tangentes  à  la  sphère  qui  en  rencontrent 
deux  tangentes  fixes.  Ainsi  : 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  à  une  sphère  qui 
s'appuient  sur  deux  tangentes  fixes  se  compose  de  deux 
cercles  qui  se  coupent  orthogonalement  aux  points  de  contact 
des  tangentes  fi^es  (  '  ) . 

172.  Deux  points  réciproques  d'une  inversion  étant  deux 
points  conjugués  à  une  sphère  fixe  appartenant  à  un  même 
diamètre,  chacun  d'eux  est  évidemment  la  projection  du 
centre  de  la  sphère  sur  le  plan  polaire  de  l'autre  par  rapport 
à  celte  sphère  ;  on  en  déduit  que  : 

La  podaire  d'un  point  w  par  rapport  à  une  surface  et  la. 
polaire  réciproque  de  cette  surface  par  rappoft  à  une  sphère 
de  centre  w  sont  deux  figures  inverses,  co  étant  le  pôle  d'in- 
version. 

D'après  le  théorème  général  du   i°  162,  il  résulte  de  là  que  : 

La  podaire  d'un  point  w  par  rapport  à  une  surface  de 
classe  n  est,  en  général^  une  surface  de  degré  2n,  admettant 
le  point  w  et  les  points  de  l'ombilicale  pour  points  multiples 
d'ordre  n. 

Les  cas  d'exception  sont  ceux  oii  la  surface  considérée  est 
telle  que  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  sphère  de 
centre  0)  passe  par  w  ou  par  l'ombilicale;  il  faut  pour  cela 
que  cette  surface  soit  tangente  au  plan  de  l'infini  ou  inscrite 
au  cône  isotrope  de  sommet  co.  Par  exemple  : 

La  podaire  d'un  point  <o  par  rapport  à  un  paraboloïde  est 
une  surface  du  troisième  degré  passant  par  l'ombilicale  et 
admettant  (ji  pour  point  double. 


(')  Cette  application  est  due  à  Manalu.-im,  Bull,  de  la  SOc.  math.,  l.  XXV, 
»897.  P-  79- 
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La  podaire  d' an  foyer  principal  d'une  quadrique  de  révo- 
lution par  rapport  à  cette  surface  est  une  sphère. 

On  voit,  d'une  manière  générale,  que  les  podaires  des  qua- 
driques  sont  des  inverses  de  quadriques,  et  réciproquement. 

Les  propriétés  analogues  ont  lieu  dans  le  plan.  On  voit,  en 
particulier,  que  l'inverse  d'une  conique  par  rapport  à  un  de 
ses  foyers  est  la  podaire  d'un  cercle,  podaire  qu'on  nomme 
limaçon  de  Pascal.  La  podaire  d'une  hyperbole  équilatère  par 
rapport  à  son  centre  est  inverse  de  celte  hyperbole  elle- 
même,  car  celle-ci  se  transforme  évidemment  en  elle-même 
par  polaires  réciproques  relativement  au  cercle  décrit  sur  son 
axe  Iransverse  comme  diamètre  :  cette  podaire  est  connue 
sous  le  nom  de  lemniscate  de  Bernoulli. 

Transformons,  par  exemple,  par  inversion  le  premier  Ihéo- 
rème  énoncé  dans  le  n°  153,  en  prenant  pour  pôle  le  centre  w 
de  l'hyperbole  équilatère  considérée:  celle-ci  se  transforme 
en  lemniscate,  et  aux  quatre  cercles  considérés  correspondent 
les  tangentes  menées  à  celte  lemniscate  par  un  de  ses  points; 
leurs  points  de  contact  sont  sur  une  même  droite.  Cette 
droite  correspond  d'ailleurs  à  un  cercle  passant  par  w  et  dont 
le  centre  décrit  l'hyperbole  considérée  :  l'enveloppe  de  ce 
cercle  est  donc  une  lemniscate,  puisque  cette  enveloppe  est 
homothétique  de  la  podaire  du  lieu  du  centre,  et  son  inverse 
est  une  hyperbole  équilatère.  En  résumé  : 

Par  tout  point  d'une  lemniscate  de  Bernoulli,  on  peut  mener 
quatre  tangentes  à  cette  courbe  :  leurs  points  de  contact  sont 
sur  une  droite  dont  l'enveloppe  est  une  hyperbole  équilatère. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  par  polaires  réci- 
proques relativement  à  une  sphère  1,  de  centre  w,  il  corres- 
pond à  une  sphère  S  une  quadrique  de  révolution  admettant 
oj  pour  foyer  principal  et  dont  la  sphère  principale  S'  (podaire 
de  co)  est  une  figure  inverse  de  S.  Par  suite,  à  toutes  les  sphères  S 
orthogonales  à  une  sphère  fixe  correspondront  ainsi  des  qua- 
driques de  révolution  dont  les  sphère?  principales  couperont 
orthogonalement  une  sphère  fixe.  Du  théorème  de  Faure 
(n°  143),  on  déduit  ainsi  le  suivant  : 

Étant  donnés  un  point  fixe  to  et  une  quadrique  Q,  la  sphère 
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qui  passe  par  les  projections  du  point  w  sur  les  faces  d'un  lé~ 
traèdre  conjugué  à  Q  coupe  orthogonalernent  une  sphère  fixe, 
quel  que  soit  le  tétraèdre  considéré. 

Dans  le  cas  particulier  où  Q  est  un  hyperboloïde  équilatère, 
cette  sphère  fixe  se  réduit  à  un  plan. 

Si  le  point  co  est  le  centre  de  Q,  ce  point  a  même  puissance 
par  rapport  aux  différentes  sphères  considérées  ;  cette  puis- 
sance est,  comme  on  sait,  égale  au  carré  du  rayon  de  l'équa- 
leur  des  quadriques  de  révolution  admettant  w  pour  foyer 
principal  et  les  sphères  en  question  pour  sphères  principales. 
Par  suite  : 

Les  quadriques  de  révolution  harmonique  nient  inscrites  à 
une  quadrique  fi^e  dont  elles  admettent  le  centre  pour  foyer 
principal  ont' le  même  rayon  équatorial. 

Transformations  quadratiques. 

173.  La  transformation  par  inversion  est  un  cas  particulier 
(le  la  transformation  quadratique,  que  nous  nous  bornerons 
à  définir  dans  le  cas  de  figures  planes. 

Considérons  deux  transformations  corrélatives  d'une  figure 
plane:  atout  point  /7i  de  celte  figure  correspondent  ainsi 
deux  droites  qui  se  coupent  en  un  point  m'  :  la  transforma- 
lion  quadratique  fait  correspondre  le  point  m'  au  point  m. 

Une  transformation  corrélative  plane  faisant,  d'après  le 
n°  63,  correspondre  à  tout  point  (a,  (3,  y)  la  droite 

Aa;  +  BjK-hCs  =  o, 

A,  B  et  C  étant  trois  fonctions  linéaires  de  a,  (3  et  y,  se 
trouve  définie  si  l'on  assujettit  les  droites  corrélatives  de 
huit  points  donnés  à  passer  par  huit  point  donnés.  Si  l'on  ne 
se  donne  que  sept  couples  de  points  associés  de  cette  ma- 
nière, la  corrélation  ne  sera  plus  définie  ;  l'équation  de  la 
corrélative  d'un  point  donné  renfermera  linéairement  un  pa- 
ramètre arbitraire.  Par  suite,  toutes  les  corrélations  ainsi 
obtenues  seront^ telles  que  les  diverses  corrélatives  d'un  même 
point  m  passeront  par  un  même  point  m'.  D'après  la  définition 
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de  la  transformation  quadratique,  les  points  m  et  m'  se  cor- 
respondent dans  une  telle  transformation.  On  voit  donc  que: 

En  général,  une  transformation  quadratique  se  trouve  dé- 
finie par  la  donnée  de  sept  couples  de  points  correspondants. 

Nous  savons  (n°  62)  qu'il  existe  en  général  trois  points  qui 
ont  les  mêmes  corrélatives  dans  deux  corrélations  données  ; 
dans  une  transformation  quadratique,  il  y  aura  donc  généra- 
lement trois  pôles  tels  que  le  point  correspondant  à  chacun 
d'eux  sera  indéterminé  sur  une  droite;  nous  désignerons  les 
trois  droites  ainsi  obtenues  sous  le  nom  à&  droites  singulières 
de  la  transformation.  Le  point  commun  à  deux  de  ces  droites 
correspond  d'ailleurs  à  tout  point  de  la  droite  déterminée  par 
les  deux  pôles  correspondants. 

174.  Delà  défmition  même  de  la  transformation  quadra- 
tique, il  résulte  qu'une  telle  transformation,  suivie  d'une 
transformation  homographique,  revient  encore  à  une  trans- 
formation quadratique.  Or,  étant  donnée  une  transformation 
quadratique  ari)itraire  {m,  m'),  de  pôles  ai  |3,  y  et  de  droites 
singulières  A,  B,  C,  considérons  une  transformation  homo- 
graphique {m',  m")  dans  laquelle  les  droites  A,  B  et  C  cor- 
respondent aux  droites  bc,  caeiab.  La  transformation  {in\m") 
sera  une  transformation  quadratique  spéciale,  telle  que  la 
droite  qui  joint  deux  des  pôles  soit  la  droite  singulière  qui 
correspond  au  troisième  de  ces  pôles:  on  la  désigne  sous  le 
nom  de  transformation  du  second  ordre.  On  voit  donc  que: 

Toute  transformation  quadratique  revient  à  une  transfor- 
mation  du  second  ordre^  suivie  dune  homographie. 

Nous  pouvons  donc  nous  borner  à  1  iiude  de  la  transforma- 
tion (tu  second  ordre. 

Nous  désignerons  le  triangle  des  pôles  sous  le  nom  de 
triangle  fondamental. 

175.  Par  suite  de  la  définition  de  la  transformation  quadra- 
tique, si  le  point  m  décrit  une  droite  A,  son  conjugué  m', 
dans  une  transformation  du  second  ordre,  décrit  générale- 
ment une  conique.  En  effet,  les  droites  qui  correspondent  au 
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point  m  dans  les  deux  corrélations  envisagées  pivotent  cha- 
cune autour  d'un  point  ^wo^  et  engendrent  deux  faisceaux  lio- 
mographirjues  dont  les  rayons  homologues  ise  couf)enl  sur  «»ne 
conique.  Cette  conique  passe  d'ailleurs  par  les  trois  pôles, 
dont  chacun  correspond  au  point  où  la  droite  A  coupe  le  côté 
opposé  du  triangle  fondamental. 

Il  n'y  a  exception  que  si  la  droite  A  paF'^^e  par  un  des  pôles; 
les  faisceaux  homographiques  envisagés  o\\\,  en  effet,  alors 
un  rayon  homologue  commun,  qui  est  la  droite  singulière 
correspondant  à  ce  pôle,  et  le  point  m'  décrit  alors  aussi  une 
droite  passant  par  ce  pôle. 

A  une  courbe  (m)  de  degré  n  correspondra  en  général 
une  courbe  (m')  de  degré  2n;  en  effet,  toute  conique  cir- 
conscrite au  triangle  fondamental  coupe  (w)  en  in  points, 
et  cette  conique  se  transforme  en  une  droite  qui  coupe  (m') 
aux  2/i  points  correspondants.  D'ailleurs  la  courbe  (m')  admet 
les  pôles  pour  points  multiples  de  degré  «,  puisque  chacun 
de  ces  pôles  correspond  aux  n  points  où  la  courbe  (m)  coupe 
le  côté  opposé  du  triangle  fondamental. 

Le  degré  de  (m')  s'abaisse  d'ailleurs,  quand  la  courbe  {ni) 
passe  par  un  des  pôles,  du  nombre  d'unités  qui  exprime 
l'ordre  de  multiplicité  de  ce  pôle,  et  l'ordre  de  multiplicité 
des  deux  autres  pôles  sur  (m')  s'abaisse  du  même  nombre. 

Ainsi: 

A  une  conique  correspond  en  général  une  courbe  du  qua-r 
trième  degré  admettant  les  pôles  pour  points  doubles. 

A  une  conique  passant  par  un  des  pôles  correspond  une  cu- 
bique admettant  ce  pôle  pour  point  double  et  passant  par  les 
deux  autres. 

A  une  conique  passant  par  deux  des  pôles  correspond  une 
conique  passant  par  ces  deux  pôles. 

A  une  cubique  passant  par  les  trois  pôles  correspond  une 
cubique  analogue. 

176.  Nous  avons  remarqué  qu'à  toute  droite  A,  issue  d'un 
des  pôles  a,  correspond  une  droite  A'  issue  du  même  pôle. 
Les  droites  A  et  A'  engendrent  évidemment  deux  faisceaux 
homographiques.  D'autre  part,  comme  le  conjugué  du  pôle  |5 
est  indéterminé  sur  «y,  la  droite  ay  est  transformée  de  a^; 
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(le  iiu'nio  y.?i  correspond  à  ay.  H  en  résiillc  (n"3o)  que  les 
litiscoiiiix  l)omogra|)hi(|ues  A  el  A'  sont  réciproques,  on. 
anlrenient  dil,  que  les  droites  A  cl  A'  sonl  conjuguées  dans 
une  iiivuliition  admeifant  a3  et  ay  pour  rayons  conjugués. 
Par  suite  : 

Il  lie  Iransformalion  du  second  ordre  est  iin'olulive  et.  se 
trouve  définie  par  son  triangle  fondanicnlnl  el  par  un  couple 
fie  points  conjugués. 

Les  rayons  doubles  de  l'involulion  AA'  se  correspondent  à 
eux-mêmes  :  ainsi,  par  ciiaque  jxMe,  il  passe  deux  droites 
doubles  de  la  transformation,  qui  sont  conjuguées  par  rap- 
port aux  côtés  du  triangle  fondamental.  Deux  droites  doubles 
issues  de  deux  pôles  différents  se  coupent  évidemment  en  un 
point  double  :  la  donnée  d'un  tel  point  suffit,  avec  celle  du 
triangle- fondamenlal,  pour  définir  la  transformation,  qui 
admet  trois  autres  points  doubles.  On  voit  que  le  triangle  fon- 
damental est  le  triangle  diagonal  du  quadrangle  déterminé 
par  les  quatre  points  doubles. 

En  se  donnant  ces  quatre  points  doubles,  on  définit  donc 
encore  la  transformation;  celle-ci  revient,  par  suite,  à  asso- 
cier à  tout  point  m  le  point  fixe  m'  où  concourent  les  polaires 
du  point  m  relativement  aux  coniques  cpii  passent  par  les 
quatre  points  doubles.  On  voit  ainsi  que  sur  toute  droite  A  il 
existe  un  couple  de  points  conjugués  :  ce  sont  les  points 
doid)les/>  et  q  de  l'involution  déterminée  sur  cette  droite  par 
les  coniques  du  faisceau  considéré.  A  la  droite  A  correspond, 
par  suite,  la  conique  circonscrite  au  triangle  fondamental  et 
qui  passe  par  p  el  q. 

177.  Si,  par  exemple,  le  faisceau  linéaire  de  coniques  qui 
ilélinit  la  Iranformalion  est  composé  d'byperboles  équilalères, 
les  points  cycliques  forment  le  couple  de  points  conjugués 
situés  sur  là  droite  de  l'infini  :  ils  se  transforment  donc  l'un 
en  l'autre.  A  la  droite  de  l'infini  correspond  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  fondamental,  et  à  tout  cercle  correspond 
une  (iuarti(|ue  circulaire  à  trois  points  doubles. 

tacite  transformation  particulière  jouit  encore  d'une  autre 
l')ropriélé  imi)ortanle,  (|ui  provient  d'ailleurs  de  ce  que  les 
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droites  isotropes  issues  d'un  même  pôle  se  iraiiforment  l'une 
en  l'autre:  elle  conserve  les  angles  des  deux  droites  issues 
d'un  même  pôle.  On  voit,  en  effet,  qu'à  ces  droites  corres- 
pondent leurs  symétriques  par  rapport  aux  droites  doubles 
menées  par  le  pôle  considéié. 

178.  Comme  application  de  cette  tranformation  spéciale, 
nous  allons  traiter  le  problème  suivant  : 

Trouver  Le  lieu  du  quatrième  point  commun  à  deux  para- 
boles circonscrites  à  un  triangle  donné  et  dont  les  axes  font 
entre  eux  un  angle  donné  ('  ). 

Prenons  le  triangle  donné  pour  triangle  fondamental  d'une 
transformation  du  second  ordre  :  puisqu'il  correspond  une 
droite  à  toute  conique  circonscrite  au  triangle  fondamental 
et  que,  d'autre  part,  le  cercle  F  circonscrit  à  ce  triangle  cor- 
respond à  la  droite  de  l'infini,  les  paraboles?  circonscrites  au 
triangle  fondamental  auront  pour  transformées  les  droites  A 
tangentes  au  cercle  F  ;  au  quatrième  point  m  commun  à  deux 
paraboles  P  correspondra  le  point  m'  d'intersection  des 
droites  A  correspondantes,  et  les  points  à  l'infini  de  ces  pa- 
raboles auront  pour  conjugués  les  points  a  où  ces  droites  A 
toucbent  F.  L'angle  des  axes  de  ces  deux  paraboles  est  donc 
égal  à  celui  des  droites  qui  joignent  les  points  a  à  Tun  quel- 
conque des  pôles.  Si  cet  angle  a  une  valeur  donnée,  le  point 
m'  décrit  évidemment  un  cercle  concenli'iqueàF,  c'esl-à-dire 
bitangent  à  F  aux  points  cycliques;  le  point  ni  décrit  alors  la 
transformée  de  ce  cercle,  c'est-à-dire  une  courbe  du  qua- 
trième degré  à  trois  points  doubles,  bitangenté  à  la  droite  de 
l'infini  aux  points  cycliques. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'angle  donné  est  droit,  les  deux 
tangentes  A  sont  parallèles,  et  le  lieu  cherché  se  réduit  au 
cercle  circonscrit  au  triangle  donné,  résultat  évident,  puisque 
les  points  communs  à  deux  paraboles  dont  les  axes  sont  rec- 
tangulaires sont  (n°  91)  sur  un  même  cercle. 


(')  Problème  propose  en  1874,  au  Concours  d'admission  à  l'Kcole  Polytech- 
nique. 
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no.  Nous  avons  vu  précédemment  qu'à  toute  conique  iJ 
correspond  une  quariique  ayant  pour  points  doubles  les  som- 
mets du  triangle  fondamental.  Les  tangentes  en  chaque  som- 
met sont  les  droites  conjuguées  de  celles  qui  joignent  ce 
sommet  aux  points  où  le  côté  opposé  coupe  la  conique  con- 
sidérée. Si  celle-ci  est  inscrite  au  triangle  fondamental,  on 
voit  que  les  points  doubles  seront  de  rebroussement.  Si  elle 
lui  est  conjuguée,  les  tangentes  en  chaque  pôle  seront  con- 
juguées aux  côtés  du  triangle  fondamental  issus  de  ce  point; 
ces  tangentes  corresponclent  alors  aux  tangentes  menées  des 
pôles  à  la  conique  conjuguée  au  triangle  :  il  en  résulte  qu'elles 
coupent  la  quartique  en  trois  points  infiniment  voisins;  au- 
trement dit,  elles  sont  d'inflexion. 

Si  nous  transformons  de  celte  manière  le  second  théorème, 
énoncé  au  n°  152,  en  prenant  T  pour  triangle  fondamental, 
nous  voyons  donc  que  : 

Lorsqu'une  quartique  a  trois  points  doubles  d'inflexion^  les 
quatre  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  d'un  de  ses  points  ont 
leurs  points  de  contact  en  ligne  droite  ('). 

180.  Si  A,  B,  C,  A',  B'  et  C  désignent  six  droites  tangentes, 
à  une  même  conique^  il  existe  une  transformation  du  second 
ordre  telle  que  les  droites  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C  soient  res- 
pectivement réciproques. 

Les  trois  pôles  sont  les  points  (  AA'),  (BB')  et  (CC),  et  l'on 
achève  de  déterminer  la  transformation  en  se  donnant  les 
points  réciproques  (AB)  et  (A'B');  les  droites  A  et  A',  B  et  B' 
sont  bien  alors  réciproques.  Quant  aux  droites  réciproques 
issues  du  point  (CC  ),  elles  forment  un  faisceau  involutif,dont 
on  a  deux  couples  de  rayons  conjugués  en  joignant  le  point 
(CC),  d'une  part  aux  points  (A.V)  et  (BB')  et,  d'autre  part, 
aux  points  (AB)  et  (A'B'):  ce  faisceau  involutif  est  donc  celui 
des  tangentes  menées  de(CC')  aux  coniques  inscrites  auqua- 


(')  Laguerre,  Nouvelles  Annales,  1878.  Koir  anssi  le  problème  proposé  au 
Concours  général  en  1898 . 
(2)  DoPORCQ,  Bull,  de  la  Soc.  math.,  1898,  p.  81. 
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drilatère  formé  par  les  droites  A,  A',  H,  h  .  La  propriété  an- 
noncée en  résuite. 

S'il  existe  une  conique  tangente  à  la  droite  A  et  circonscrite 
au  pentagone  A'BB'CC,  celle-ci  se  transformera  alors  en  une 
conique  tangente  à  la  droite  A'  et  circonscrite  au  pentagone 
AB'BC'C.  Par  suite  : 

Si  A,  A',  B,  B',  C  et  C  sont  six  tangentes  à  une  conique, 
telles  que  la  conique  circonscrite  au  pentagone  A'BB'CC 
touche  la  droite  A,  la  conique  circonscrite  au  pentagone 
AB'BC'C  touchera  la  droite  A'. 

Corrélativement  : 

Soit  123^56  un  hexagone  inscrit  à  une  conique  et  tel  que  la 
conique  inscrite  au  pentagone  2^/^56  passe  par  le  point  i  :  la 
conique  inscrite  au  pentagone  iZj^ôS  passera  par  le  point  2  (  '  ). 

181.  Étant  données  deux  tranformations  corrélatives  («,  Ai  ) 
et  (a,  A,),  qui  à  tout  point  a  d'un  plan  P  font  respectivement 
correspondre  des  droiles  Ai  et  Aj  d'un  plan  P',  dont  nous  dé- 
signerons le  point  d'intersection  par  a',  la  transformation 
(a,  a')  représente  la  transformation  quadratique  la  plus  gêné» 
raie,  d'après  la  définition  même  (n°173)  de  celte  transfor- 
mation. 

Considérons  maintenant  une  autre  transformation  analogue 
{a,  a"),  résultant  de  deux  nouvelles  transformations  corréla- 
tives (a,  A3)  et  (a,  Ai),  et  proposons-nous  de  chercher  les 
points  a  du  plan  P  tels  que  les  points  a'  et  a"  correspondants 
coïncident. 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  les  quatre  droites  A,,  A^, 
Aj  et  Ai  soient  concoarantes. 

Cherchons  donc  d'abord  le  lieu  des  points  a  tels  que  les 
trois  droites  Aj,  Aj  et  A3  soient  concourantes.  Quand  le  point  a 
décrit  une  droite  arbitraire  A,  les  droites  Aj,  A^  et  A3  pivotent 
autour  de  trois  points  fixes  X,,  Xj  et  X3  :  le  point  commun  aux 
droites  A,  et  A,  décrit  (n°  17o\iiiie  conique  passant  j^ar  À,  et  ?.,, 

(')  HuMBKRT,  Comptes  rendus,  i^^yS.  —  On  voit  que  de  l'existence  d'une  co- 
nique inscrite  à  ua  pentagone  et  passant  par  un  point  on  déduit  celle  de  cinq 
coniques  analogues. 
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et  les  droites  A,  et  A3  se  coupent  de  même  sur  une  conique 
passant  par  li  et  I3.  Les  trois  points,  autres  que  X,,  qui  sont 
commun  à  ces  deux  coniques  correspondent  à  trois  positions 
du  pointa  sur  A,  pour  chacune  desquelles  les  trois  droites 
corrélatives  A,,  A2  et  A3  sont  concourantes.  Le  lieu  cherché 
est  donc  une  cubique  f;,  qui  passe  d'ailleurs  évidemment  par 
les  trois  positions  a,  (3  et  y  du  point  a  pour  lesquelles  les 
droites  A,  et  A2  coïncident. 

Nous  obtiendrons  de  même  une  cubique  Tj,  telle  que  les 
droites  Ai,  A,  et  A4  correspondant  à  ses  points  soient  concou- 
rantes. Les  deux  cubiques  Ta  etTi  se  couperont  en  six  points 
difîérents  de  a,  [3  et  y,  et  tels  que  les  points  à'  et  a"  corres- 
pondants coïncident.  Ainsi  : 

Étant  données  dans  un  même  plan  deux  transformations 
quadratiques  d'une  même  figure  plane^  il  existe  générale- 
ment six  points  de  cette  figure  tels  que  les  deux  points  cor- 
respondants coïncident. 

182.  Ceci  posé,  considéroiis  toutes  les  transformations  qua- 
dratiques (a,  a")  telles  que  pour  cinq  positions  données  i,  2, 
3,  4,  5  du  point  a  le  point  a"  coïncide  avec  le  point  a' ,  con- 
jugué du  point  a  dans  une  transformation  quadratique  donnée. 
Toutes  les  cubiques  qui  passent  par  ces  cinq  points  et  parles 
pôles  a,  [3,  y  de  la  transformation  {a,  a')  ont  un  neuvième 
point  fixe  6,  et  il  résulte  de  la  démonstration  qui  précède 
(lue  le  point  6'  coïncide  avec  6".  Donc  : 

La  donnée  de  cinq  couples  de  points  conjugués  dans  une 
transformation  quadratique  de  deux  figures  planes  en  déter- 
mine un  sixième  (*). 

183.  Voici  une  application  de  celle  propriété.  Elle  repose 
sur  le  théorème  suivant  : 

Étant  données  dans  l'espace  deux  positions   d'une  même 


(')  DuPOHCQ  (  C.  Jî.,  16  mai  1898). — ^  Dans  le  cas  où  les  cinq  couples  donnés 
sont  conjugués  dans  une  transformation  homographique,  le  sixième  couple  n'est 
plus  déterminé:  il  existe  alors  une  infinité  de  couples  de  points  conjugués,  qui 
sa  correspondent  homographiquoment  sur  deux  coniques. 
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droite,  les  plans  perpendiculaires  au  milieu  des  segments  qui 
joignent  deux  positions  d'un  même  point  de  cette  droite  pas- 
sent par  une  droite  fixe,  quel  que  soit  le  point  choisi  sur  la 
droite. 

Soient,  en  effet,  a,  et  a^,  6,  et  b^,  c,  et  Cj  les  deux  positions 
prises  par  trois  points,  a,  b  etc  de  la  droite  considérée.  Soil/n 
un  point  quelconque  de  l'intersection  des  plans  perpendicu- 
laires aux  segments  a, a,  et  6,^2.  en  leurs  milieux  :  ce  point 
est  équidistant  des  points  a^  et  aj,  ainsi  que  des  points  ^, 
et  621  Les  triangles  ma^  6,  et  ma^  b^  sont  donc  égaux  ;  en  les 
faisant  coïncider,  on  amènera  aussi  en  coïncidence  Cj  et  c^; 
par  suite,  le  point  m  est  équidistant  de  ces  points,  et  se 
trouve,  par  suite  aussi,  dans  le  plan  normal  au  milieu  du 
segment  CiCi. 

Ceci  posé,  considérons  dans  l'espace  deux  positions  P, 
et  P2  d'un  plan  P,  et  soit  P'  un  plan  fixe  ;  désignons  par  a, 
etaj  les  deux  positions  d'un  même  point  a  du  plan  P,  et  fai- 
sons correspondre  à  ce  point  la  droite  A3  suivant  laquelle  le 
plan  P'  coupe  le  plan  normal  au  milieu  du  segment  ai  a^. 
D'après  le  théorème  précédent,  celte  transformation  est  cor- 
rélative, car,  si  le  point  a  décrit  une  droite  du  plan  P,  la 
droite  A3  passe  par  un  point  fixe  du  plan  P'.  En  considérant 
une  troisième  position  Pj  du  plan  P,  on  associera  de  même 
à  tout  point  a  de  ce  plan  la  droite  Aj  du  plan  P',  située  dans 
le  plan  normal  au  milieu  dea,a3. 

Des  deux  transformations  corrélatives  («t  A3)  et  (a.  A*), 
nous  déduisons  une  transformation  quadratique  (a,  a')  :  le 
-point  a',  commun  aux  droites  A3  et  A2,  est,  par  suite,  équidis- 
tant des  points  «i,  a,  et  a^  ;  c'est,  en  définitive,  le  point  où  le 
plan  P'  coupe  l'axe  delà  circonférence  («, a^aa). 

Or,  en  se  donnant  les  distances  de  cinq  points  donnés  du 
plan  P  à  cinq  points  donnés  du  plan  P',  on  ne  détermine  pas 
la  position  du  plan  P,  puisqu'il  faut,  comme  on  sait,  six  con- 
ditions indépendantes  pour  déterminer  dans  l'espace  la  posi- 
tion d'une  figure  égale  à  une  figure  donnée.  Le  plan  P  peut 
donc  se  déplacer  dans  l'espace  de  sorte  que  cinq  de  ses 
points  restent  sur  des  sphères  dont  les  centres  appartiennent 
au  plan  fixe  P'.  Soient  P,.  P.,  P3  et  P^  quatre  de   ses  posi- 
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Jioiis.  On  aura  deux  Iransformalions  quadratiques  {a,  a') 
et  (a,  a")  en  associant  au  point  a  les  points  où  le  plan  P' 
coupe  les  axes  des  circonférences  (a, «jo,)  et  (ajaiaO-  Or 
dans  ces  transformations  on  a  cinq  couples  de  points  conju- 
gués, indépendants  des  quatre  positions  choisies  du  plan  P  ; 
il  en  existe  donc  un  sixième,  d'après  le  numéro  précédent. 
Donc  : 

Si  un  plan  P  se  déplace  dans  l'espace^  de  sorte  que  cinq  de 
ses  points  reslentsur  des  sphères  dont  les  centres  appartiennent 
à  un  plan  fixe  P',  il  existe  dans  le  plan  P  un  sixième  point 
rouissant  de  la  même  propriété  (•) . 

On  voit  ainsi  que  si  6  et  6'  forment  le  sixième  couple  de 
points  conjugués  dans  toutes  les  transformations  quadratiques 
qui  admettent  cinqcouples  donnés  de  points  conjugués  leti', 
2  et  a',  3  el  3\  4  et  4',  5  et  5',  on  peut  placer  les  deux 
figures  123456  et  i'2'3'4'5'6'  dans  une  position  relative  arbi- 
traire, et  relier  par  six  liges  articulées  les  points  correspon- 
dants sans  que  le  système  obtenu  cesse  d'être  déformable. 

18i.  La  transformation  quadratique  est  un  cas  particulier 
des  transformations  biraiionnelles  :  on  nomme  ainsi  les  trans- 
formations telles  qu'à  tout  point  de  l'une  des  figures  ne  cor- 
responde en  général  qu'un  point  de  l'autre.  Il  existe  toujours 
sAoTS  die% points  singuliers  dont  les  conjugués  ne  sont  pas  dé- 
terminés. 

Ces  transformations  ont  été  étudiées  par  le  géomètre  ita- 
lien Cremona,  qui  a  montré  qu'elles  peuvent  toujours  se  ra- 
mener à  une  suite  de  transformations  quadratiques. 

Transformation  de  Lie. 

18o.  On  peut  imaginer  beaucoup  d'autres  modes  de  trans- 
formation des  figures  ;  on  peut,  d'une  manière  générale,  faire 
se  correspondre  entre  eux  d'une  infinité  de  manières  tousles 
êtres  géométriques  qui  dépendent  d'un  même  nombre  de  pa- 

(  '  )  DLi'uiH.y,  loc.  cit. 
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lamètres  arbitraires.  Parexemple,  on  peut  associer  onlre  eux 
les  points  de  l'espace  et  les  cercles  d'un  plan,  les  droites  de 
l'espace  et  les  sphères,  etc. 

Parmi  ces  diverses  transformations,  les  tv;msformations  de 
contact  Sont  celles  qui  méritent  le  plus  d  ê.lre  étudiées,  car 
elles  jouent  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  équations 
difTérenlielles,  où  les  a  introduites  le  génie  de  Sophus  J^ie. 

Au  début  de  cet  Ouvrage,  nous  avons  déjà  indiqué  (n""  18 
à  22)  comment  peuvent  s'obtenir  ces  transformations  :  comme 
nous  l'avons  vu,  on  peut  définir  chacune  d'elles  en  associant 
à  tout  point  de  l'espace  une  multiplicité  (  n°  22)  qui  peut  être, 
selon  les  cas,  une  surface,  une  courbe  ou  un  point.  Toutes 
les  multiplicités,  qui  correspondent  ainsi  aux  divers  points  de 
l'espace  et  dépendent,  par  suite,  de  trois  paramètres  indé- 
pendants, forment  ce  qu  on  nomme  un  complexe.  Si  l'on  nq, 
considère  que  les  multiplicités  qui  correspondent  auTi.  points 
d'une  surfaces,  on  obtient  une  congruence  :  toutes  ces  mul- 
tiplicités contiennent  chacune  un  ou  plusieurs  éléments  de 
contact  d'une  même  multiplicité  fixe,  qui  est  justement  celle 
qui  correspond  à  la  surface  S  dans  la  transformation  de  con- 
tact envisagée. 

18G.  Une  classe  intéressante  de  transformations  de  coiJtact 
comprend  celles  dans  lesquelles  les  multiplicités  qui  corres- 
pondent aux  divers  points  m  de  l'espace  sont  des  droites  A. 
Ces  droites  forment  un  complexe;  aux  points  d'une  courbe 
correspondent  les  gépéiatrices  d'une  surface  réglée,  et,  à 
ceux  dune  surface,  les  droites  d'une  congruence. 

A  deux  courbes  passantpar  un  même  point  m  correspondent 
ainsi  deux  surfaces  réglées  admettant  A  pour  génératrice 
commune  :  ces  deux  surfaces  se  touclient  donc,  comme  on 
sait,  en  deux  points  de  A  ;  les  deux  éléments  de  contact  ainsi 
communs  à  ces  surfaces  corres|)ondent  tous  detlx  à  l'élément 
de  contact  commun  aux  deux  courljes  envisagées .  Si  le 
point  m  décrit  une  surface  S,  on  voit  donc  que  les  droites  A 
de  la  congruence  correspondante  touchent  chacune  en  deux 
points  la  multiplicité  qui  correspond  à  S  ;  celle-ci  est  appelée 
la  focale  de  la  congruence.  Elle  a  deux  nappes  qui  peuvent, 
dans  certains  cas,  être  algébriquement  distinctes. 
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Ce  casse  produit,  par  exemple,,  si  le  complexe  des  droites  A 
est  formé  par  les  tangentes  à  un-e  multiplicité  fixe;  c'est  ce 
qui  arrive  pour  la  transformalioQ  de  Lie,  dotit  nous  allons 
dire  quelques  mots;  les  droites  A  sont  alors  celles  du  com- 
plexe formé  par  les  droites  isotropes. 

187.  L'exposé  de  cette  transformation  se  simplifie  au  moyen 
des  remarques  suivantes  : 

Nous  avons  vu(n<'28)  que  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  oij  une  génératrice  d'une  quadrique  rencontre 
quatre  génératrices  fixes  de  l'autre  système  est  constant  :  on 
peut  l'appeler  le  rapport  anharmonique  des  quatre  géné- 
ratrices en  question.  Nous  désignerons  de  plus  par  demi- 
quadrique  l'ensemble  formé  par  les  génératrices  d'un  même 
système  d'une  quadrique. 

Ceci  posé,  étant  données  deux  demi-quadriques  QetQ',  si 
l'on  associe  deux  à  deux  leurs  génératrices  G  elG'  de  manière 
qu'à  toute  génératrice  Gnecorresponde  qu'une  génératriceG' 
et  réciproquement,  on  dira  que  G  et  G'  divisent  homographi- 
quemçnt  les  demi-quadriques  Q  et  Q'.  Si  l'on  considère  sur 
chacune  de  ces  surfaces  une  génératrice  de  système  différent 
de  celui  de  G  ou  de  G',  les  génératrices  G  et  G'  correspon- 
dantes y  tracent  évidemmentdeux  divisions  homographiques; 
on  en  déduit  l'égalité  des  rapports  anharmoniques  des  quatre 
génératrices  G  et  des  quatre  généralricesG' correspondantes. 

188.  Soient  maintenant  Q,  Q'  et  Q"  trois  demi-quadriques 
passant  par  une  même  conique  F,  et  ayant  une  génératrice 
commune  A.  Considérons,  d'autre  part,  les*  génératrices  A 
d'une  autre  denii-quadrique  S,  contenant  également  la  co- 
nique r.  Chaque  droite  A  coupe  Q,  Q'  et  Q'  en  trois  points 
extérieurs  à  F,  par  chacun  desquels  il  passe  une  génératrice  G, 
G'  ou  G"  des  demi-quadriques  Q,  Q'  et  Q".  Ces  génératrices 
se  correspondent  homographiquement  sur  ces  surfaces,  car 
la  donnée  de  l'uu^  détermine  évidemment  les  deux  autres  ; 
d'ailleurs  la  génératrice  A  se  correspond  évidemment  à  elle- 
même. 

Réciproquement,  considérons  sur  Q,  Q'  et  Q"  trois  divi- 
sions htgrîiographiques  de  génératrices  G,  G'  et  G"  telles  que 
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la  génératrice  A  coïncide  avec  ses  homologues.  A  loui 
groupe  de  droites  homologues  G,  Ci'  et  G"  correspond  une 
droite  unique  (  '  )  A,  qui  s'appuie  à  la  fois  sur  G,  G'  et  G'  et  T. 
Ces  droites  A  engendrent  une  demi-quadrique  passant  parF, 
car  une  telle  dèmi-quadrique  est  définie  par  deux  positions 
de  A,  et,  d'autre  part,  les  trois  divisions  homographiques 
considérées  sont  déterminées  par  la  donnée  de  deux  groupes 
de  génératrices  homologues  (en  outre  de  celui  des  généra- 
trices A  ). 

189.  Ces  remarques  faites,  |)assons  à  l'étude  de  la  trans- 
formation de  Lie.  On  peut  la  définir  en  disant  qu'à  tout  point 
de  l'espace  elle  fait  correspondre  une  droite  isotrope,  de  telle 
manière  que.,  à  des  points  en  ligne  droite.,  correspondent  des 
génératrices  d' un  même  système  d'une  sphère. 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  définir  une  telle  transfor- 
mation, de  sorte  qu'à  cinq  points  arhilraii-es  de  l'espace,  i,  2, 
3,  4  et  5,  correspondent  cinq  droites  isotropes  quelconques, 
Al,  A2,  A3,  Ai  et  A.,. 

Désignons  en  effet  par  Dus  la  droite  isotrope  unique  qui 
s'appuie  à  la  fois  sur  A,,  A2  et  A3;  considérons  de  même  les 
droitesD|2^  et  D,2s.  Ces  Irois  droites  isotropes  appartiennent 
à  la  sphère  délerujinée  par  les  génératrices  A,  et  Aj  :  elles 
définissent  donc  une  demi-sphère  S, 2.  Soit  maintenant  m  un 
point  quelconque  de  l'esjtace  :  au  plan  12m  faisons  corres- 
pondre sur  S12  la  génératrice  Djj  telle  que  Iç  rapport  anhar- 
monique  des  quatre  génératrices  D,23,  D,2i,  I),23  et  D12  soit 
égal  au  rapport  anharmonique  12  (345/?i).  Définissons  de 
même,  sur  les  demi-sphères  Sj3  et  S3,,  analogues  à  Si,,  des 
génératrices  1)23  et  Dsi,  correspondant  aux  plans  23m  et  Si  m. 
Désignons  enfin  |)ar  A  la  droite  isotrope  unique  qui  s'appuie 

(  '  )  On  suppose,  bien  entendu,  que  A  coupe  G,  G'  et  G"  en  dehors  de  F.  II 
n'existe  qu'une  telle  droite,  car_  la  quadrique  TGG'  ne  peut  couper  Q"  suivant 
une  génératrice  G":  elle  la  couperait  en  effet  aussi  suivant  une  génératrice  de 
système  différent;  il  faudrait  donc  que  G  et  G'  coupassent  Q"  en  dos  points 
d'une  même  génératrice,  de  système  différent  de  celui  de  A  ;  or  on  suppose  que 
les  génératrices,  autres  que  A,  suivant  lesquelles  Q''  coupe  Q  et  Q',  ne  sont  pas 
confondues.  Il  n'y  a  exception  ([ue  si  G.  G'  et  G"  se  coupent  en  un  même 
point  de  T. 

D.  10 
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;»    la   fois   sur  D^,  D,,  et  Dsj.  A  tout  point   m   de   l'espace 
correspond  ainsi  une  droite  isotrope  A,  et  réciproquemenl. 

Supposons  maintenant  que  le  point  m  décrive  une  droite 
quelconque  :  les  plans  i-xm,  28  m  et  3im  engendrent  alors 
trois  faisceaux  homographiques,  dans  lesquels  trois  plans 
homologues  se  confondent  avec  le  plan  128;  les  droites  D^, 
1)23  et  D31  décrivent  donc  sur  les  demi-sphères  S12,  S..3  et  S31 
trois  divisions  homographiques,  dans  lesquelles  trois  généra- 
trices homologues  se  confondent  avec  la  droite  Dus,  qui 
correspond  au  plan  128  sur  chaque  demi-sphère.  Par  suite 
(n"  188),  la  droite  A  engendre  bien  une  demi-sphère.  Kéci- 
.proquement,  toute  demi-sphère  correspond  à  une  droite  de 
l'espace. 

190.  L'existence  de  la  transformation  de  Lie  se  trouvant 
ainsi  élahlie,  cherchons  la  relation  géométrique  à  laquelle 
doivent  satisfaire  quatre  droites  isotropes,  A,  B,  C  et  D,  qui 
correspondent  â  quatre  points  a,  b,c  el  d  d'un  même  plan. 
Aux  droites  ah  et  cd  correspondent  les  denn-splières  AI3 
el  CI),, qui  ont  une  génératrice  commune,  correspondant  au 
point  d'intersection  des  droites  ah  elcd.  Les  sphères  AB  el  CD 
ayant  ainsi  une  première  génératrice  commune,  en  ont 
une  seconde,  qui  rencontre  les  (|uatre  droites  A,  B,  C  et  D  ; 
ces  tjtiatre  droites  s'appuient  donc  sur  une  même  droite 
i>niiope.  Ainsi  : 

Alla;  points  d'un  plan  correspondent  des  droites  isotropes 
s' appuyant  sur  une  même  droite  isotrope. 

La  réciproque  est  immédiate. 

191.  Puisque  toute  demi-spliére  correspond  à  une  droite 
de  l'espace,  il  en  est  de  même  de  tout  cône  isotrope.  Chacun 
d'eux  correspond  à  une  droite  d'un  certain  complexe;  on 
peut  encore  dire  que,  dans  la  transformation  inverse,  les 
droites  de  ce  complexe  correspondent  aux  divers  points  de 
l'espace. 

Si  l'on  considère  tous  les  cônes  isoliop(;s  qui  ont  une  gén«'- 
ratrice  commune,  chacun  d'eux  correspond  à  une  droite  pas- 
sant par  le  point  auquel    correspond  cette    généraliiie,   ci 
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aussi,  d'après  !e  numéro  précédent,  située  dans  un  plan  fixe. 
On  en  déduit  que  le  complexe  des  droites  auxquelles  corres- 
pondent des  cônes  isotropes  est  telle  que  toutes  celles  qui 
passent  par  un  point  fixe  sont  dans  un  plan  fixe,  et  récipro- 
quement. On  dit  qu'elles  forment  un  complexe  linéaire. 

Toutes  les  droites  de  ce  complexe  (A)  qui  rencontrent  une 
droite  fixe,  D,  correspondent,  dans  la  transformation  inverse 
de  celle  de  Lie,  aux  points  de  la  demi-sphère  S  que  la  trans- 
formation de  Lie  associe  à  D;  comme  ces  points  app;irtiennent 
aussi  à  une  autre  demi-sphère  S'  (telle  que  S  et  S'  forment 
une  autie  sphère),  les  droites  en  question  rencontrent  aussi 
une  autre  droite  I)'.  On  dit  que  les  droites  I)  et  D'sont  conju- 
guées au  complexe.  On  peut  dire  que   : 

Par  la  transformation  de  Lie,  toute  sphère  correspond  à 
deux  droites  conjuguées  à  un  complexe  linéaire. 

19:2.  La  transformation  de  Lie  est  surtout  intéressante  par 
ses  applications  à  la  théorie  des  surfaces,  car  elle  transforme 
les  li}^nes  asymptoliques  d'une  surface  en  lignes  de  courbure 
de  sa  transformée.  Mais  elle  peut  a^issi  être  employée  avec 
avantage  dans  l'étude  de  la  géométrie  des  sphères. 

Par  exemple,  le  théorème  suivant  : 

Toutes  les  droites  qui  rencontrent  trois  droites  fixes  en  ren- 
contrent une  infinité, 

fournil  le  suivant  : 

Toutes  les  sphères  tangentes  à  trois  sphères  Jixes  en  touchent 
une  infinité. 

L'enveloppe  de  ces  sphères,  {|ui  correspond  à  une  hyper- 
boloïde,  est  donc  une  surface  qui  peut  être  considérée  de 
deux  manières  comme  l'enveloppe  d'une  sphère  à  un  para- 
mètre variable  :  c'est  la  cyclide  de  Dupin  ('). 


(')  Sur  la  transforniaUon  de  Lie.  on  consultera  avec  profit  une  conférence  (Jt_ 
M.  Klein  {Nouv.  Ann.,  janvier  1896). 


CHAPITRE  Yll. 

LES    RELATIONS    DOUBLEMENT    QUADRATIQUES 
ET    LES    CORRESPONDANCES    (2,2). 


Généralités  :  193.    Variétés  unicursales.    —     194-198.    Définition   et  propriétés 
fondamentak-s  dé  la  correspondance  (2,  2).  Exemples. 

FJémenU  critiques  :  199.  Homographie  des  éléments  critiques.  —  2C0.  Appli- 


cations 


L  orrespvndances   {  2.  2  )    involulifes   et  théorèmes  de  Poncelet  :  Î01-Î03.  Pre- 
mier tliéort-me  de  Poncelet.  —  "204.  Deuxième  théorème  de  Poncelet. 


Généralités. 

193.  On  •  sait  par  la  géoiiiélrie  analytique  ce  qu'il  faut 
enletiilrt'  par  courbe  unicursale  :  c'est  une  courbe,  plane  ou 
gauche,  telle  (pie  les  coordonnées  de  ses  points  soient  fonc- 
tions ralioin)elles  d'un  |)araniètre  variable.  A  toute  valeur 
du  paranièlre  ne  correspond  qu'un  point  de  la  courbe.  On 
(iéniontro  que  le  choix  de  ce  paramètre  peut  être  tel  que, 
réciproquenieni,  à  un  point  quelconciue  de  la  courbe  ne 
corresponde  qu'une  valeur  du  paramètre.  La  représentation 
paraiiiétrif|ue  est  alors  dite  normale. 

Dune  manière  beaucoup  plus  générale,  on  peut  considérer 
un  élément  géométrique  variable,  de  nature  quelconque, 
défini  en  fonction  d'un  paramètre,  de  telle  sorte  qu'aune 
valeur  du  paramètre  corresponde  un  élément  bien  déter- 
mine, et  réciproquement.  La  figure  constituée  par  l'ensemble 
de-  éléments  t]ui  correspcjndent  à  loulos  les  valeurs  possibles 
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du  paramètre  est  dite  variété  unicursale  (à  une  dimen- 
sion ('). 

Par  exemple  un  faisceau  de  droites  est  une  variété  unicur- 
sale dont  les  éléments  sont  les  droites  dii  faisceau  :  si  l'on 
prend  comme  paramètre  de  l'une  de  ces  droites  son  coeffi- 
cient angulaire,  on  voit  en  effet  qu'à  chaque  coefficieni 
angulaire  ne  correspond  qu'une  droite^el  réciproquement. 

Un  faisceau  ponctuel  de  coniques,  défini  par  l'éf|uation 

P-hXQ  =  o, 

oij  "k  est  un  paramètre  variable,  forme  encore  une  variété 
unicursale.  De  même  un  faisceau  tangentiel  de  coniques. 

Enfin  une  demi-quadrique  (n°  187)  est  une  variété  unicur- 
sale dont  les  éléments  sOnt  ses  génératrices.  Car  chacune  de 
ces  dernières  est  définissable,  au  moyen  d'un  paramètre 
qu'on  peut  choisir  de  manière  à  avoir  une  représentalion 
normale.  Ce  paramètre  sera,  par  exemple,  la  longueur  du 
segment  intercepté,  à  partir  d'un  point  fixe,  par  |a  généra- 
trice variable  sur  une  génératrice  fixe  de  la  demi-quadrique 
complémentaire  (-). 

19i.  On  a  vu  dans  les  premiers  Chapitres  l'importance  des 
relations  homographiques  entre  deux  variables.  Si  ces  deux 
variables  sont  les  paramètres  des  éléments  de  deux  variétés 
unicursales,  toute  relation  homographique  entre  elles  établit 
entre  les  éléments  des  deux  variétés  une  certaine  correspon- 
dance, et  cette  dernière  est  telle  f|n'à  un  élément  de  chacune 
des  variétés  ne  correspond  qu'un  seul  élément  de  la  seconde. 
On  lui  doime,  pour  celte  raison,  le  nom  de  correspon- 
dance (i,  I  ). 

Après  les  relations  homographiques  entre  deux  variables, 
relations  qui  sont  du  premier  degié  par  rapport  à  chacune 
d'elles,  il  est  naturel  de  considérer  les  relations  qui  sont  du 
second  degré  par  rapport  a  chacune  des  deux  variables.  On 


(')  Une  variété  à  n  dimensions  serait  celle  dont  les  éléments  dépendraient  do 
n  paramètres. 

(-)  Les  deux  demi-quadriques  portées  par  une  même  '.iiiadrique  sont  dites 
complémentaires. 
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leur  donne  le  nom  de  relations  doublement  quadratiques^ 
Si  les  variables  sont  encore  les  paramètres  de  deux  variétés 
unicursales,  toute  relation  doublement  quadratique  entre 
elles  définit,  entre  les  éléments  des  deux  variétés,  une  cer- 
taine correspondance,  et  cette  dernière  est  telle  qu'à  chaque 
élément  de  l'une  des  variétés  correspondent  deux  éléments 
de  l'autre  variété.  On  lui  donne,  pour  cette  raison,  le  nom  de 
correspondance  {■?.,  2). 

» 

195.  Une   relation    doubleinent   quadratique    eniie   doux 

variables  a  et  v 

(0  /(",  0  =  0 

est  telle,  par  définition,  qu'elle  fpsse  correspondre  deux 
valeurs  de  v  à  une  valeur  de  u,  et  réciproquement.  Si  on  la 
suppose  mise  sous  forme  entière,  c'est-à-dire  si/ (h,  v)  est 
un  polynôme  en  u  et  v,  ce  polynôme  doit  donc  être  du  second 
degré  par  rapport  à  chacune  des  variables.  En  ordon- 
nant/(«,  v)  par  rapport  à  v,  par  exemple,  on  aura  un  poly- 
nôme du  second  degré  dont  les  coefficients  seront  des  poly- 
nômes du  second  degré  en  u.  La  relation  doublement 
quadratique  la  plus  générale  est  donc  de  la  forme 

(2)        (Al  «-■4-B,//-i-C,)t'--i-(A,«--f  B2«-hCî)'' 

4-  A3  u"-  -1-  B3  «  -+-  C3  =  o. 

On  voit  qu'elle  contient  neuf  coefficients  homogènes  et 
dépend,  par  suite,  de  huit  paramètres.  On  en  conclut  que  : 

Une  relation  doublement  quadratique  entre  deux  variables 
est  en  général  déterminée  par  la  connaissance  de  huit  couples 
de  valeurs  correspondantes. 

Par  suite  : 

Une  correspondance  (  2 ,  2  )  est  en  général  déterminée  par  la 
connaissance  de  huit  couples  d'éléments  correspondants. 

Ces  théorèmes  souffrent  un  cas  d'exreplion  dont  il  sera 
question  plus  loin. 
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196.  Soient  a  el  b  les  sommets  de  deux  faisceaux  de  droites 
contenus  dans  le  même  plan.  Si  l'on  établit  entre  les  rayons 
de  ces  faisceaux  une  correspondance  (2,2)  le  point  de  ren- 
contre de  deux  rayons  homologues  décrit  en  général  une 
quartique  ayant  a  el  b  pour  points  doubles. 

En  effet,  à  tout  rayon  am  du  premier  faisceau  correspon- 
dent deux  rayons  du  second  faisceau.  Par  suite,  tout  rayon  am 
rencontre  la  courbe  C,  lieu  du  point  de  rencontre  des  rayons 
homologues,  en  deux  points  généralement  distincts  du  point  a. 
En  outre,  le  rayon  ba,  considéré  comme  appartenant  au 
second  faisceau,  a  dans  le  pren)ier  faisceau  deux  rayons 
homologues,  ab'  et  ab",  qji  rencontrent  tous  les  deux  ba  au 
point  a.  11  en  résulte  que  la  courbe  C  est  rencontrée  par  tout 
rayon  du  premier  faisceau  en  quatre  points,  dont  deux  sont 
confondus  au  ()oint  a.  Le  point  Z?  donne  lieu  à  une  conclusion 
semblable,  et  la  proposition  est  établie. 

Les  tangentes  à  la  courbe  C  au  point  double  a  sont  les 
droites  ab'  et  ab". 

Exceptionnellement,  il  peut  arriver  que  l'une  des  droites  abi 
et  ab"  se  confonde  avec  ab.  La  courbe  C  se  décomposera 
alors  en  la  droite  ab  et  une  cubique  ayant  en  a  et  6  deux 
points  simples. 

Plus  exceptionnellement  encore,  il  se  peut  que  les  deux 
droites  aZ>'  el/zè"  soient  confomlues  avec  ba.  Alors  la  courbe  C 
se  décomposera  en  la  droite  ab,  comptée  deux  fois,  et  une 
conique. 

Réciproquement,  si  C  est  une  quartique  plane  quelconque 
ayant  eu  a  et  b  deux  points  doubles,  il  existe  une  correspon- 
dance (2,  2)  entre  les  rayons  qui  joignent  ces  points  à  un 
point  variable  sur  C,  et  qui  engendrent  les  faisceaux  de 
sommets  respectifs  a  et  b. 

Ce  résultat  est  encore  vrai  si  C  est  une  cubique  plane  dont 
a  et  b  sont  des  points  simples  quelconques. 

197.  Voici  encore  un  exemple  important  de  correspon- 
dance,(a,  2). 

Soient  Q  unequadrique  quelconque,  Q'el  Q"  les  deux  demi- 
quadriques  qu'elle  porte,  C  une  biquadratique  quelconque 
tracée  sur  Q.  Si  G'  et  G"  sont  des  génératrices  respectives 
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de  O  el  (le  Q",  se  coupant  en  un  point  variable  de  C,  il  existe 
entre  ces  génératrices  une  correspondance  (2,  2). 

En  elTet,  toute  génératrice  (i'  rencontre  C  en  deux  points  : 
donc  il  lui  correspond  deux  génératrices  (i".  De  même.... 

liéci|)roqueineni,  s'il  existe  entre  G'  el  G"  une  correspon- 
dance (2,  2)  quelconcpie,  le  point  de  rencontre  de  ces  deux 
génératrices  décrit  une  biquadratique  gauclie  tracée  sur  Q. 
En  elVet,  prenons  huit  couples  de  génératrices  homolo- 
gues (G'|,  (i'i  ),  ((ï'o,Go),  .  . .,  (G's,  Gj.),  se  coupant  respective- 
ment aux  points  //?,,  ««o,  . . ., /;?«•  Il  existe  en  général  une 
biquadratique  gauclie  unique  G  tracée  sur  Q  el  passant  par 
les  huit  points  /»,,  //«.,,  .  .  .,  /«g  :  c'esl  la  base  du  faisceau 
ponctuel  des  quadriques  qui  passent  par  ces  huit  points.  Si 
maintenant  G'  et  G"  sont  deux  génératrices  variables  se  cou- 
pant sur  G,  il  existe  entie  elles  une  correspondance  (2,  2)  qui 
se  confond  nécessairement  avec  la  proposée,  puisque  les 
deux  correspondances  sont  définies  par  les  huit  mêmes  cou- 
ples (G',,  G','),  (*Go,  Gâ)v  ...,  (Gij..  (ij;  ).  La  propusilion  est  ainsi 
établie. 

Iî)8.  Nous  pouvons  maintenaul  recomiailro  l'existence  du 
cas  d'exception  signalé  à  la  tin  du  n°  195.  (Considérons  toujours 
la  e,uadrique  Q  et  donnohs-nous  seulement  sept  couples  de 
génératrices  (G',.  G'i  ),  ...,  (G'-,  G'7),  appartenant  respective- 
ment aux  domi-quadriques  Q'  el  Q".  Il  existe  une  infinité  de 
correspondances  [-2,  2)  entre  les  génératrices  de  Q'  et  celles 
de  O',  pour  les(|uelles  (G,,  (t'J),  ...,  (G'-,  G!)  sont  des  cou|)les 
de  génétatrices  liomob^giies.  Chacune  de  ces  correspon- 
dances définit  une  biquadratique  gauche  tracée  sur  Q,  et 
passant  par  sept  |)oints  fixes  /?*,,  ...,  m-,  qui  sont  les  points 
d'interseclion  respectifs  des  génératrices  tl'un  même  couple. 
Les  diverses  biquadraticpies  gauches  considérées  passent  donc 
par  un  huitième  point  {\\('  /n^  de  Q  :  en  effet,  l'une  quel- 
concpie d'entre  elles  appartient  à  une  infinité  de  quadriques 
passant  par  les  |)oints  /«,,  ...,/»-,  et  l'on  sait  que  toutes  les 
cpiadriques  salisfaisani  à  ces  conditions  passent  par  un  hui- 
tième |)oinl  fixe  (n"  IIV).  Si  donc  Ci\.  el  G;^  sont  les  généra- 
trices ^le  Q'  et  de  Q"  (pii  passent  au  point  /«g,  on  voit  (juc 
pour  tontes  les  correspondances  (2,  2)  envisagées,  (i'j,  et  G'^ 
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sont  un  couple  de  génératrices  homulogues.  Comme  enlîfi  à 
toule  correspondance  (cî,  2)  on  peut  associer  une  biquadra- 
tique  gauche,  et  réciproquemenl,  on  peut  énoncer  le  lliéo- 
rème  suivant  : 

Toutes  les  correspondances  (2.  2)  pour  lesquelles  on  donne 
sept  couples  d'éléments  homologues  admettent  an  huitième 
couple  d'éléments  homologues^  qui  ne  dépend  que  des  sept 
premiers. 

On  déduit  de  là,  par  exemple,  que  toutes  les  quar tiques 
planes  ayant  deux  points  doubles  fixes,  et  passant  en  outre 
par  sept  points  fixes,  passent  par  un  huitième  point  fixe. 

Éléments  critiques. 

199.  Etant  donnée  une  correspdudance  {■>,  2)  entre  les 
éléments  de  deux  variétés  unicursales,  on  appelle  éléments 
critiques  de  l'une  des  variétés  ceux  tels  que  les  deux  éléments 
homologues  de  l'autre  variété  soient  confondus.  Le  nombre 
de  ces  éléments  est  de  quatre  :  en  effet,  si  nous  exprimons 
une  correspondance  (2.  2)  par  une  relation  doublement 
quadratique  mise  sous  la  forme  (2)  du  n"  195,  les  éléments 
critiques  de  la  première  variété  auront  pouç  paramètres  les 
valeurs  critiques  de  u,  c'est-à-dire  celles  pour  laquelle  l'équa- 
tion (2)  en  i>  a  une  racine  double.  Ces  valeurs  sont  i-acines 
tie  l'équation 

4 (A,«»-f- B,  u^Ci){\:,u'-'^B:,u  +  C,)— (A. u'-^ H,u  -+- C.y-zno 

qui  est  du  quatrième  degré  en  u.  Il  y  a  donc  bien  quatre 
valeurs  critiques  de  u  et,  par  conséquent,  quatre  éléments 
critiques  dans  la  première  variété.  La  seconde  variété  a,  de^ 
même,  quatre  éléments  critiques. 

Les  éléments  critiques  des  deux  variétés  ne  sont  pas  indé- 
pendants. On  a  en  effet  entre  eux  la  relation  importante  que 
voici  : 

Le  rapport  anharmo nique  des  éléments  critiques  de  la 
première  variété  est   égal   au    rapport    anliarmûnique    des^ 
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éléments  critiques  de  la  seconde  variété,  pris  dans  un  ordre 
convenable. 

Plus  bricvemeni,  on  peut  dire  que  les  éléments  critiques 
des  deux  variétés  forment  deux  systèmes  homo graphiques. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  aurons  encore 
recours  à  la  considération  de  la  quadrique  Q  du  n"  197. 

Toute  correspondance  (2,  2)  établie  entre  ^  »  génératrices 
des  demi-quadriques  Q'  et  Q"  donne  lieu  à  une  biquadratique 
gauche  C.  Une  génératrice  critique  de  Q'  est  telle  qu'il 
fui  corresponde  deux  génératrices  confondues  de  Q"  :  il  faut 
donc  pour  cela  que  c  t'e  génératrice  soit  tangente  à  C. 
Comme  nous  savons  que  le  nombre  des  éléments  critiques 
est  de  quatre,  dans  chacune  des  variétés  considérées,  nous 
voyons  déjà  qu'il  existe  quatre  génératrices  de  Q'  et  quatre 
génératrices  de  Q"  tangentes  à  C.  I!. suffit  de  démontrer  *que 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  premières  est  égal  au 
rapport  anharmonique  des  quatre  autres. 

A  cet  effet,  projetons  sur  un  pian  la  quadrique  Q,  en  pre- 
nant comme  centre  de  projection  le  sommet  de  l'un  des 
quatre  cônes  du  second  ordre  qui  contiennent  C.  La  qua- 
drique Q  a  pour  contour  apparent  une  conique  F,  et  la  biqua- 
dratique  C  a  pour  projection  une  conique  G  {fig.  8),  Toutes 


les  génératrices  de  y  sont  projetées  suivant  des  tangentes 
à  r,  et  le  rapport  anharmonique  de  quatre  de  ces  génératrices 
est  égal  au  ra[)port  anharmonique  des  quatre  tangentes  qui 
sont  leurs  projections  [car  il  existe  une  correspondance  (1,  i) 
entre   les    génératrices  et   les   tangentes].  Les  mêmes  il 
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marques  s'appliquent  aux  génératrices  de  Q".  On  voit 
immédiatement  que  les  quatre  tangentes  communes  aux 
coniques  G  et  F  sont  les  projections  des  quatre  génératrices 
critiques  de  Q',  et  aussi  des  quatre  "génératrices  critiques 
de  Q'.  Les  deux  rapports  anharmoniques  considérés  sont 
donc  bien  égaux. 

200.  La  proposition  précédente  a  de  nombreuses  applica- 
tions parmi  lesquelles  nous  citerons  les  suivantes  : 

1°  Soient  C  et  C  deux  coniques  dans  le  même  plan;  consi- 
dérons une  tangente  variable  de  G  et  un  point  variable  sur  C, 
tels  que  la  tangente  contienne  le  point;  il  existera  visible- 
ment une  correspondance  (2,  2)  entre  ces  deux  éléments 
variables.  Les  tangentes  critiques  de  C  sont  les  tangentes 
communes  aux  deux  coniques;  les  points  critiques  de  C'sont 
les  points  communs  aux  deux  coniques.  On  voit  donc,  en 
vertu  du  théorème  général,  que  : 

Étant  données  deux  coniques  quelconques  dans  un  même 
plan,  le  rapport  nnharmonique  de  leurs  quatre  tangentes 
communes  est  égal  au  rapport  anharmonique  de  leurs  quatre 
points  communs^  en  considérant  le  premier  rapport  anhar- 
monique sur  l'une  des  coniques,  et  le  second  sur  l'autre 
conique. 

2°  Soit  C  une  quartique  plane,  ayant  deux  points  doubles 
a  et  6  :  il  existe  une  correspondance  (2,  2)  entre  les  rayons 
de  ces  faisceaux  qui  se  rencontrent  sur  la  courbe.  Les  rayons 
critiques  du  premier  faisceau  sont  les  tangentes  issues  du 
point  double  a  à  C,  et  les  rayons  critiques  du  second  faisceau, 
les  tangentes  issues  du  point  double  b.  Donc  : 

Étant  donnée  une  quartique  plane  à  deux  points  doubles, 
on  peut  lui  mener  quatre  tangentes  par  chacun  de  ces  der- 
niers. Les  deux  faisceaux  ainsi  obtenus  sont  homographiques. 

3°  Si  (]  est  une  cubique  plane  dont  a  et  6  sont  deux  points 
quelconques,  on  peut  énoncer  le  même  théorème  que  précé- 
demment. On  peut  dire  awssi  que  : 

Etant  donnée  une  cubique  plane,  par  l'un  quelconque  de 
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ses  points  on  peut  lui  mener  quatre  tangentes  autres  que  celle 
au  point  considéré.  Le  faisceau  ainsi  obtenu  a  un  rapport 
anharmonique  constant. 

Correspondances  (2,2)  involutives  et  théorèmes  de  Poncelet. 

201.  Jusqu'ici  nous  avons  considéré  des  correspondances 
entre  éléments  de  deux  variétés  distinctes.  On  peut  supposer 
que  ces  deux  variétés  soiil  confondues. 

Considérons  alors  une  correspondance  (2,  2)  entre  élémetits 
d'une  même  variété.  Soit 

f{u,v)  —  o, 

la  relation  doublement  quadratique  qui  exprime  celle  corres- 
pondance. Si  le  pi'emier  mernhre  de  la  relation  est  symé- 
trique par  rapport  à  u  et  c,  on  dit  que  la  correspondance  est 
involutii'e. 

Si  l'on  développe  le  premier  membre,  les  termes  qui  ne 
sont  pas  symétriques  d'eux-mêmes  doivent  être  identiques 
deux  à  deux  :  ainsi  les  termes  en  ^-«  et  en  tu"^  doivent  avoir 
le  même  coefficient,  de  même  les  termes  en  t^  et  en  «*,  de 
même  les  termes  en  t  et  en  u.  La  forme  la  plus  générale 
d'une  relation  doublement  quadratique  involutive  est  donc  la 
suivante  : 

A  f-  u-  -+-  H  (  f-  «  +  tu-  )  4-  C ( f -  -+-  //-  )  -f-  D  ««  4-  E ( <  -t-  «  )  -+-  F  =  o. 

La  relation  dépend  do  cinq  paramètres.  Donc  une  corres- 
pondance (2,  2)  involutive  est  déterminée  par  la  connaissance 
de  cinq  couples  d'éléments  homologues.  On  va  voir  qu'il  n'y 
a  jjus  ici  d'exception. 

202.  Soient  C  et  C  deux  coniques;  si  deux  points  m  et  n 
décrivent  C,  de  telle  manière  que  la  droite  mn  reste  tangente 
à  C,  il  existe  entre  ces  points  une  correspondance  (2,  2) 
involutive,  comme  on  le  reconnaît  immédiatement.  Les  points 
critiques  de  C,  dans  celle  correspondance,  sont  ceux  d'où 
l'on  peut  mener  à  C  deux  tangentes  confondues  :  ce  sont 
donc  les  points  d'intersection  des  deux  coniques. 
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|{écipi-o(|(iemenl,  s'il  existe  une  correspondance  {n,  a)  invo- 
liiiive  entre  deux  points  vaiiables  de  la  conique  C,  leur  droite 
de  jonction  enveloppe  une  coniqiie  C  qui  rencontre  C  aux 
(jiiatrc  points  critiques  de  la  correspondance.  On  le  voit  par 
un  raisotuieinenl  en  tout  semblable  à  celui  du  n".  107.  On 
s'appuiera  ici  sur  ce  qu'une  conique  est  déterminée  par 
cinq  larigenlos.  Mais  on  n'aura  pas  de  théorème  sembla}j!e  à 
celui  du  n°  198,  parce  qu'en  aucun  cas,  les  coniques  lan- 
jienles  à  quatre  droites  données  ne  sont,  par  cela  même, 
tangentes  à  une  cinquième  droite  fixe. 

On  verrait  de  même  que,  si  deux  points  décrivent  une 
conique  C,  de  manière  à  rester  conjugués  par  rapport  à  une 
autre  conique  fixe  C",  il  existe  entre  ces  deux  points  une 
correspondance  (2,  ■?.),  et  réciproquement.  En  rapprochant 
ces  résultats,  on  voit  (jue  : 

Si  deux-  points  décrivent  une  conique  C  de  telle  manière  que 
leur  droite  de  jonction  reste  tangente  à  une  seconde  conique 
jixe^  ces  j)oints  restent  conjugués  par  rapport  à  une  troisième 
conique^  et  réciproijuement . 

Tous  les  Ihèorèinesde  ce  paragraphe  admettent  des  propo- 
sitions corrélatives  qu'on  énoncera  sans  [)eine. 

203.  Soient  {fig.Ç))C  et  C  deux  coniques  quelconques 
dans  un  même  plan.  Considérons  un  contour  polygonal  de 

Fi  g.  9. 


//  côtés,  «1  «2  •  •  •  "/i+i  inscrit  à  la  première  et  circonscrit  à  la 
seconde.  Il  est  facile  de  voir  que  la  droite  de  fermeture  de  ce 
contour.  a^a„_^x^  (^f^veloppe  une  conique  G' ,  appartenant  au 
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faisceau  ponctuel  déterminé  par  C  et  C,  quand  le  point  a,  se 
déplace  sur  la  conique  C.  En  effet,  partant  du  point  «i^  le 
point  «2  peut  être  choisi  de  deux  manières  différentes,  mais 
la  construction  est  ensuite  com.plètement  déterminée.  Donc 
au  point  a,  correspondent  deux  points  a,,^.,,  et  réciproque- 
ment. Autiement  dit,  il  existe  entre  les  points  a^  et  a!„+i  une 
correspondance  (2,  2),  d'ailleurs  évidemment  involutive, 
puisque  les  points  a,  et/ïrt+,  jouent  le  même  rôle.  Les  points 
critiques,  dans  cette  correspondance,  sont  ceux  à  partir  des- 
quels le  contour  polygonal  ne  peut  être  construit  que  d'une 
manière,  c'est-à-dire  les  points  d'intersection  de  C  et  de  C. 
Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

Cette  remarquable  proposition  est  due  à  Poncelet,  de  même 
que  celle  qui  fait  l'objet  du  paragraphe  suivant. 

204-.  Supposons  que  deux  coniques  soient  telles  qu'il  existe 
un  polygone  fermé  de  n  côtés  inscrit  à  l'une  et  circonscrit  à 
l'autre.  Nous  allons  démontrer  qu'il  en  existe  alors  une  infi- 
nité C).  , 

Soit  {fig-  10)  a,  «2  . . .  «n  un' polygone  de  n  côtés  inscrit  à 


la  conique  C  et  circonscrit  à  la  conique  C.  Déplaçons  le 
point  a,  sur  C,  et  amenons-le  à  une  position  quelconque*»), 
puis  construisons  un  contour  polygonal  de  «  côtés,  inscrit 
à  C,  circonscrit  à  C,  et  ayant  son  premier  sommet  en  otj.  Il 


(')   Ce  théorème  a  été  "énoncé  au  n"  89,  en  note.  Il  est  démontré  aux  n"  89 
et  99,  pour  les  cas  de  n  =  4,  «  =  3. 
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faut  démontrer  que  le  dernier  sommet  «n+i  se  confond  avec 
îe  point  a,. 

En  effet,  s'il  en  était  autrement,  la  construction  du  contour 
polygonal  pourrait  être  faite  de  deux  manières.  Soient.o'^.^.j. 
et  a*  +  ,  les  deux  positions  correspondantes  du  dernier  sommet. 
On  a  vu  au  paragraphe  précédent  que,  si  le'  point  a\  se 
déplace  sur  C,  les  droites  «,a'„+i  et  or,  a",^,  enveloppent  une 
certaine  conique  C".  Quand  le  point  a,  vient  se  confondre 
avec  le  pointa,,  il  en  est  de  même  des  deux  points  a^^.,  eta^^,, 
et  les  deux  droites  «la'^^,  et  aiaj,+,  viennent  toutes  les  deux 
se  confondre  avec  la  tangente  à  C  au  point  a,.  La  conique  € 
et  la  conique  C"  doivent  donc  être  considérées  comme  ayant 
pour  tangente  commune  double  la  tangente  à  C  au  point  a,. 

Mais  on  peut  remplacer  dans  ce  raisonnement  le  point  a, 
par  les  points  «ï,  ...,  c„  qui  jouent  tous  le  même  rôle.  Fina- 
lement, on  voit  que  la  conique  C  et  la  conique  C"  ont  n  tan- 
gentes communes  doubles,  à  savoir  les  tangentes  à  C  aux 
points  a,,  ...,an,  soit  en  tout  an  tangentes  communes.  Comme 
«est  au  moins  égal  à  trois,  cela  exige  que  les  coniques  Cet  C 
soient  confondues. 

Les  droites  «loc'^^.,  et  «la^^+i  devant  être  tangentes  à  C,  il 
faut  que  les  deux  points  a'„^i  et  a^^,  se  confondent  avec  le 
point  a,,  ce  qui  démontre  le  théorème. 


EXERCICES. 


i.  Sia,  b,  cet  d  désignent  quatre  points  fixes  d'une  cubique  gauche 
et  A  une  corde  quelconque  de  celle  courbe,  le  rapport  anharmonique 
A  (a,  b,  c,  d)  est  constant. 

2.  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  tangentes  à  une  conique  est 
esiai  è  celui  des  quatre  points  de  contact. 

3.  Soient  C  et  C  deux  cercles  fixes,  et  r  un  cercle  variable",  ortho- 
gonal à  C;  l'axe  radical  de  C  et  de  F,  et  l'axe  radical  de  C  et  de  F,  se 
correspondent  dans  deux  figures  homologiques. 

Problème  analogue  dans  l'espace. 

4.  Étant  données  dans  l'espace  deux  figures  homographiques,  à 
toutes  les  droites  A  issues  d'un  point  de  l'une  correspondent  des 
droites  A'  issues  du  point  homologue.  Les  droites  A  qui  coupent  les 
droites  A'  correspondantes  forment  un  cône  du  second  degré;  le  point 
commun  à  ces  droites  décrit  une  cubique  gauche. 

5.  Étant  donnés  dans  un  pian  trois  couples  de  points  conjugués  de 
deux  figures  homographiques,  ainsi  qu'une  des  droites  doubles,  con- 
struire le  point  d'intersection  des  deux  autres  droites  doubles. 

Problème  analogue  dans  l'espace. 

6.  Soient  : 

abc  et  a' b' c'  deux  triangles  d'un  même  plan; 
a  le  point  commun  aux  droites  bc  et  b'c': 

a  celui  où  se  coupent  les  parallèles  menées  respectivement  à  ces  droites 
par  a  et  a' . 

Les  trois  droites  analogues  à  aa'  sont  concourantes. 

7.  Étant  données  dans  le  plan  deux  figures  corrélatives,  le  lieu  des 
points  de  l'une  situés  sur  leurs  droites  corrélatives  est  une  conique, 
qui  est  bitangente  à  sa  corrélative. 

Problème  analogue  dans  l'espace. 
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8.  Prouver  qu'il  existe  des  corrélations  dans  lesquelles  tout  point 
€St  situé  sur  son  plan  corrélatif. 

Toute  droite  passant  par  un  point  et  située  dans  le  plan  corrélatif 
coïncide  alors  avec  sa  corrélative  :  on  dit  que  ces  droites  forment  un 
complexe  linéaire.  Deux  figures  correspondantes  dans  cette  corréla- 
tion sont  aussi  dites  conju-^uées  au  complexe. 

5).  Tout  complexe  linéaire  est  défini  par  cinq  droites. 

lu.  On  désigne  sous  le  nom  de  congruence  Z/>ie'ai>e  l'ensemble  des 
droites  qui  s'appuient  sur  deux  droites  fixes  :  une  congruence  se 
trouve  définie  par  quatre  droites. 

Lorsque  six  droites  i,  2,  3,  4,  5  et  6  appartiennent  à  un  même  com- 
plexe linéaire,  les  trois  congruences  linéaires  (1234),  (3456)  et  (56i2) 
ont  en  commun  deux  droites. 

11.  La  droite  qui  joint  un  point  de  l'axe  non  focal  d'une  conique  à 
un  foyer  coupe  la  directrice  correspondante  au  même  point  que  la 
droite  qui  joint  les  pieds  des  normales  menées  du  point  considéré  à  la 
conique. 

12.  Sur  les  normales  à  une  conique,  les  .segments  compris  entre  le 
point  d'incidence  el  les  axes  sont  entre  eux  comme  les  carrés  des  lon- 
gueurs des  axes. 

13.  La  longueur  des  normales  menées  à  une  conique  par  un  point  de 
l'axe  non  focalest  dans  un  rapport  constant  avec  la  distance  de  ce  point 
iuix  foyers. 

14.  Par  chaque  point  d'une  [)arabole  on  porte,  parallèlement  à  une 
direction  fixe  et  dans  un  sens  déterminé,  une  longueur  égale  à  la 
distance  de  ce  point  au  foyer.  L'extrémité  de  cette  longueur  décrit  une 
parabole,  dont  l'axe  passe  par  nn  [)ointfixe,  indépendant  de  la  direction 
choisie. 

15.  Le  centre  d'une  hyperbole  équilatcre  el  le  pôle  d'une  corde 
(juelconque  sont  conjugués  au  cercle  décrit  sur  cette  corde  comme 
diamètre. 

16.  On  considère  deux  coniques  biiangenles  admeltant  pour  centres 
deux  points  donnés  et  vues  toutes  deux  d'un  point  donné  sous  un 
iiiiglo  droit.  Le  pôle  de  la  corde  de  contact  est  l'un  ou  l'autre,  des  deux 
points  fixes. 

17.  A  une  conique  fixe  el  à  un  cercle  variable  passant  |)ar  les  foyers 
•  •n  mené  les  tangentes  communes.  Lieu  de  leurs  points  de  contact  avec 
le  cercle. 
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18.  A  une  conique  fixe  cl  aux  hyperboles  équilalères  concentriques 
et  passant  par  les  foyers  on  mène  les  tangentes  communes.  Lieu  de 
leurs  points  de  contact  avec  ces  hyperboles. 

19.  Étant  donnés  deux  points  fixes  a  et  a',  lieu  des  points  m  et  m' 
tels  que  le  quadrilatère  am  a  m'  soit  inscriplible  à  un  cercle  et  quô  la 
parabole  inscrite  à  ce  quadrilatère  ait  pour  foyer  un  point  donné: 
Enveloppe  de  la  droite  mm'  et  enveloppe  de  la/parabole  considérée. 

20.  Les  hyperboles  équilatères  conjuguées  à  un  triangle  passent  par 
les  centres  des  cercles  inscrits  et  exinscrils. 

21.  On  considère  les  triangles  conjugués  à  une  conique  et  d'ortho- 
centre  donné  :  lieu  de  leurs  sommets  et  enveloppe  de  leurs  côtés.  Lieu 
des  centres  des  cercles  inscrits  à  ces  triangles. 

22.  On  considère  une  hyperbole  équilatère  H  de  centre  w,  et  le  cercî? 
qui  passe  par  les   poinls  communs   à  cette   courbe  et  à  une   droite 
fixe  D  :  montrer  que  le  pôle  de  la  seconde  corde  commune,  par  rapporl- 
à  H,  reste  fixe  quand  celle  conique  vatie   en   conservant   le   même 
centre. 

23.  S'il  existe  des  triangles  inscrits  à  un  cercle  C  et  circonscrits 
à  un  cercle  C,  le  demi-produit  de  leurs  diamètres  est  égal,  en  valeur 
absolue,  à  la  puissance  par  rapport  à  C  du  centre  de  C. 

24.  Étant  données  deux  hyperboles  équilatères  concentriques  H  et  H', 
pour  qu'il  existe  des  triangles  inscrits  à  H  et  circonscrits  à  H',  il  faut 

•l  h  suffit  que  les  foyers  de  H'  soient  sur  les  directrices  de  H. 

25.  On  considère  deux  coniques  coaxiales,  C  et  C,  telles  qu'il  existe 
des  triangles  T  inscrits  à  C  et  circonscrits  à  C  :  les  normales  à  G  aux 
sommets  de  T  sont  (n"  101)  concourantes. 

1°  Le  centre  w  de  l'hyperbole  d'Apollonius  correspondante  est 
sur  C 

1°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  normales  est  une  conique. 

3'  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  T  coupent  orthogonalement 
un  cercle  fixe. 

4"  Les  normales  à  C  aux  poinls  de  contact  des  côtés  du  triangle  T 
sont  concourantes. 

5"  Le  cercle  qui  passe  par  ces  trois  poinls  de  contact  passe  pài'  <o. 

26.  Étant  données  deux  coniques;  les  triangles  déterminés,  l'un  par 
trois  de  leurs  poinls  communs,  l'autre  par  trois  de  leurs  langer.les 
communes,  sont  homologiques. 
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27.  Étant  donnés  deux  triangles  homologiques  ABC  elA'B'C,  le 
triangle  des  droites  (  BC,  B'C),  (AC,  A'C),  (AB',  A'B)  el  le  triangle  des 
points  ihc',  b'c),  {ac\  a'c),  iab',  a'b)  sonl  aussi  homologiques. 

28.  On  considère  les  hyperboles  équilatères  qui  passent  par  un  point 
fixe  el  sont  bitangenles  à  une  conique  donnée.  Enveloppe  de  la  corde 
de  contact. 

29.  Les  sphères  qui  passent  par  trois  points  fixes  d'une  cubique 
gauche  la  coupent  en  trois  autres  points  dont  le  plan  a  une  direction 
fixe. 

30.  Toutes  les  quadriques  qui  passent  par  cinq  points  d'une  biqua- 
dralique  gauche  la  coupent  en  trois  autres  points  dont  le  plan  passe  par 
un  point  fixe  de  la  biquadratique. 

31.  Soient  a,  «2^304,  b^  bi  b^  64  et  cj  c-ic^c.,  les  points  où  une  biqua- 
dratique gauche  coupe  trois  plans.  Les  plans  a,^ic,,  a^boc^,  asbiC-^ 
elai^iCt  coupent  la  courbe  en  quatre  autres  points  situés  dans  un 
même  plan. 

32.  Lieu  des  sommets  des  cônes  qui  contiennent  une  conique  fixe  el 
dont  un  axe  passe  par  un  point  fixe  du  plan  de  cette  courbe. 

33.  Étant  donné  un  quadrilatère  symétrique  par  rapport  à  unedia- 
gonale,  le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  est  un  cercle. 

34-.  Étant  données  deux  coniques  a'yant  leurs  foyers  en  ligne  droite, 
lieu  des  umbilics  des  coniques  liomofocales. 

3o.  On  considère  deux  quadriques  de  révolution  dont  les  axes  se 
rencontrent:  leurs  plans  tangents  communs  touchent  une  troisième 
quadrique  de  révolution,  dont  l'axe  esl  dans  le  plan  des  deux  premiers. 
Les  six  foyers  principaux  forment  les  sommets  d'un  quadrilatère. 

36.  Lieu  des  sommets  des  tétraèdres  conjugués  à  la  fois  à  deux 
quadriques  qui  varient  en  restant  concentriques  et  liomothétiques. 

37.  Liant  donnés  cinq  points  dans  l'espace,  les  cinq  quadriques 
admettant  1  un  pour  centre  et  conjuguées  au  tétraèdre  des  quatre  autres 
sont  homothéti<iues. 

38.  Lieu  des  points  d'un  plan  lois  que  les  cônes  du  second  degré 
avant  ce.^  points  pour  sommets  et  passant  par  cinq  points  fixes  soient 
tangents  à  ce  plan.  Enveloppe  de  la  génératrice  de  contact. 

39.  Lieu  de  l'orthocentre  des  triangles  déterminés  par  une  cubique 
équilaière  sur  do?  plans  parallèles. 
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40.  Étant  donnée  une  sphère  2  ;idmeltanL  pour  centre  un  point  d'un^ 
cubique  équilatère,  il  existe  une  infinité  de  iclraèdres  inscrits  à  la 
cubique  et  conjugués  à  S.  Les  splicres  circonscrites  à  ces  tétraèdres 
passent  par  deux  points  fixes  do  la  cubique.  Lieu  des  centres  de  ces 
sphères. 

41.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  de  direction  donnée 
menées  aux  paraboles  inscrites  à  un  triangle. 

42.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  de  direction  donnée 
menées  aux  paraboles  qui  passent  par  deux  points  et  dont  l'axe  a  une 
direction  donnée. 

43.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  de  direction  donnée 
menées  à  des  quadriques  homothétiques  et  passant  par  une  conique 
fixe. 

44.  Par  un  point  fixe  on  mène  les  tangentes  à  chacune  des  coniques 
d'un  système  homofocal;  les  normales  aux  points  de  contact  se  coupent 
sur  une  droite  fixe. 

45.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  normales  menées  aux  coiiiques 
d'un  système  homofocal  en  leurs  points  de  rencontre  avec  une  droite 
fixe, 

46.  Étant  donnés  un  point  u)  et  deux  droites  A  et  B,  on  considère  les 
coniques  de  foyer  w  adn»cttant  pour  directrices  correspondantes  :  l'une  A 
et  l'autre  B,  et  tangentes,  la  première  à  B  et  la  seconde  à  A;  leurs 
paramètres  sont  égaux. 

47.  Enveloppe  des  coniques  de  foyer  et  de  paramètre  donnés,  tan- 
gentes à  une  droite  fixe,  ou  passant  par  un  point  fixe. 

48.  Étant  données  deux  coniques  admettant  un  même  foyer  a»,  on 
prend  sur  chacune  d'elles  deux  points  m  et  m',  tels  que  l'angle  m  w  m' 
ait  une  valeur  donnée.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  en  m 
et  en  m'. 

49.  Étant  donnés  deux  triangles  abcela'b'c\  lieu  des  points  m  et  m' 
de  leurs  plans,  tels  que  les  distances  wa,  mb  et  inc  soient  respective- 
ment égales  aux  dislances  m'a\  m'b'  et  m'c'. 

50.  Étant  donné  un  hexagone  123456  inscrit  à  une  conique,  les 
points  5,  6,  (i5,  a6),  (i6,  -25),  (35,  46),  (36,  45)  sont  sur  une  même 
conique. 
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.'il.  Etanl  donnes,  dans  un  [ilan,  qnalre  couples  de  poinls  (n,  a'), 
(Z;,  b').  (c,  c').  (d.  d' ),  il  existe  çéncralenicnl  dans  ce  pian  deux  con- 
ples  de  poinls  i.r.  .<•')  tels  que  chacun  des  (]ualro  quadrilatères  analo- 
gues au  quadrilatère  aa'. r.v' soil  inscriplible. 

b'i.  Soit  Q  une  quadrique  passant  par  le  sommet  d'un  cône  équila- 
lère  S.  l.es  plans  interceptés  sur  Q  par  les  arêtes  des  trièdres  trirec- 
langles  situes  sur  S  enveloppent  un  cône  de  second  degré. 

33.  Ktanl  données  deux  coniques  telles  (pi'il  existe  des  triangles 
inscrits  à  l'une  et  circonscrits  à  l'autre,  les  centres  des  cercles  circon- 
scrits à  ces  triangles  sont  sur  une  conique.  L'enveloppe  de  ces  cercles 
est  une  cyclique. 

M.  Toutes  les  cycliques  qui  passent  par  sept  points  passent  par  un 
huitième. 

5o.  Toutes  les  cycliques  qui  passent  4)ar  cinq  points  6xes  d'une 
cyclique  donnée  la  coupent  en  trois  autres  points.  Le  cercle  qui  passe 
par  ces  trois  points  coupe  la  cyclique  en  un  quatrième  point  fixe. 

56.  11  existe  une  infinité  de  coniques  touchant  une  cyclique  en  quatre 
points  équidislants  du  centre  des  déférentes. 

57.  Etant  donnés  trois  couples  de  points  {a,  a'),  (hf  b')  et  (c,  c'), 
lieu  des  poinls  m  tels  que  les  cercles  mao.\  mbb'  et  mec'  se  coupent  en 
un  point  ///'.  Enveloppe  de  la  droite  mm' . 

38.  Étudier  la  transformation  qui  associeentre  eux  les  points  où  deux 
plans  fixes  coupent  les  droites  d'une  congruence  linéaire  {projection 
gauc/ie). 

39.  Étant  donnés  deux  triangles  abc  et  a'b'c'  dans  un  même  plan, 
lieu  des  points  m  et  m'  tels  que  les  droites  mn,  mb  et  me  soient  res- 
pectivement parallèles  aux  droites  m'a  ,  m'h'  et  m'c'. 

60.  Si  trois  coniques  sont  bilangenlcs  a  une  même  conique  et  cir- 
conscrites à  un  triangle  a/^c,  les  trois  autres  points  où  elles  se  coupent 
deux  à  deux  déterminen'  un  triangle  homologique  au  triangle  abc. 

61.  Toulq  quartique  à  trois  poinls  doubles  admet  quatre  tangentes 
doubles  qui  déterminent  quatre  triangles  homologiques  au  triangle  des 
points  doubles. 

62.  Étant  donnée  une  conique  fixe  C  et  deux  points  fixe?/?  et  ç,  on 
associe  les  poinls  m  et  m'  tels  que  la  conique  qui  passe  par  ces  points 
et  par  les  points  d'intersection  de  G  avec  leurs  polaires  passe  aussi 
par/)  et  </.  On  définit  ainsi  une  transformation  du  second  ordre  dont 
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les  points  doubles  sonl  les  poiiUs  de  rencontre  des  tangentes  menées 
à  C  de/?  et  </.  Cas  particulier  où  pcj  louclie  C. 

63.  Toutes  les  quadriques  conjuguées  à  cinq  segments  dont  les 
extrémités  appartiennent  à  deux  plans  fixes  sonl  aussi  conjuguées  à  un 
sixième  segment  analogue. 

64.  On  considère  dans  l'espace  deux  (juadrilatères  plans,  admettant 
pour  couples  de  sommets  opposés  :  le  premier  a  et  a',  h  et  h',  c  et  c  : 
le  second,  a  et  a',  ^  et  p',  y  et  y',  «,  l>  et  c  étant  en  ligne  droite,  ainsi 
que  a,  p  et  y.  Si  l'on  relie  par  six  tiges  articulées  les  sommets  a  et  a', 
a  et  a',  b  et  P',  ^  et  //,  c  et  y',  y  6t  c\  on  obtient  un  système  défor- 
mable. 

65.  Étudier  la  transformation  de  contact  qui  associe  à  tout  point 
de  l'espace  la  droite  commune  à  ses  plans  polaires  relativement  à 
deux  quadriques  fixes.  Montrer  qu'à  un  plan  correspond  une  cubifiue 
gauche. 

66.  Dans  la  transformation  de  Lie,  toutes  les  droites  isotropes  ayant 
une  même  direction  correspondent  aux  points  d'un  plan  <|ui  passe  par 
une  droite  fixe  X.  Cette  droite  appartient  au  complexe  linéaire  (k)  des 
droites  auxquelles  correspondent  des  cônes  isotropes.  .Aux  éléments  de 
contact  de  X  correspondent  ceux  de  l'ombilicale. 

67.  Etant  donné  un  élément  de  contact  arbitraire,  déterminer  celui 
qui  lui  correspond  dans  la  transformation  de  Lie.  Ce  dernier  corres- 
pond en  général  à  deux  éléments  de  contact  conjugués  au  complexe  (.A). 
Aux  éléments  de  contact  de  ce  complexe  correspondent  une  infinité 
d'éléments  de  coniact,  qui  sont  ceux  d'un  même  plan  isotrope  le  long 
d'une  droite  isotrope,  linfin  les  éléments  de  coniact  de  l'ombilicale 
correspondent  à  une  infinité  d'éléments  de  contact  du  complexe  (.A), 
appartenant  à  une  droite  de  ce  complexe  rencontrant  X. 

.68.  A  toute  demi-quadrique  engendrée  (»ar  des  droites  du  com- 
plexe (A)  correspond  un  cercle,  qui  se  réduit  à  une  droite,  quand  la 
demi-quadrique  contient  X.  • 

69.  Si  l'on  considère  (m  hyperboloïde  formé  [var  des  droites  dç  (,.'v) 
s'appuy.mt  sur  X,  ses  génératrices  du  môme  système  que  X  se  trans- 
forment en  sphères  concentriques. 

70.  Étant  donné  un  point  fixe  w,  à  tout  [loint  m  on  associe  le  cercle 
de  centre  it),  admettant  pour  axe  la  droite  ww,  et  dont  le  rayon  est 
égal  à  la  distance  w/w  :  on  définit  ainsi  la  transformation  apsidale.  Un 
plan  se  transforme  ainsi  en  cylindre  de  révolution;  en  déduire  la  con- 
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struclion  de  deux  éléments  de  contact  correspondants.  (La  transfornraée 
d'un  ellipsoïde  de  centre  to  est  une  surface  de  l'onde.) 

71.  Soient  ABCD  un  tétraèdre  circonscrit  à  une  quadrique,  a  et  p  I  » 
points  où  cette  dernière  rencontre  l'arête  AB,  y  et  o  les  points  où  elle 
rencontre  l'arrête  CD.  Démontrer  que  les  deux  divisions  ABaJi,  CD-yS 
sont  homographiques.  Théorème  corrélatif. 

72.  Toutes  Jes  quadriques  qui  touchent  huit  droites  fixes  rencontrant 
deux  droites  données  touchent  une  irr.mité  d'auires  droites  fixes  ren- 
contrant Jes  deux  mêmes  droites. 

73.  Toutes  les  quadriques  qui  touchent  sept  droites  fixes  rencontrant 
deux  droites  données  touchent  une  huiiième  droite  fixe  rencontrant  les 
deux  mêmes   droites. 

lit.  Par  une  corde  quelconque  d'une  biquadralique  gauche  donnée, 
on  peut  mener  quatre  plans  tangents  à  cette  courbe.  Le  faisceau  ainsi 
obtwiu  a  un  rapport  anharmonique  constSlnt. 

73.  Étant  données  deux  quadriques,  si  Ton  peut  construire  avec 
in  génératrices  de  l'une  d'elles,  appartenant  alternativement  a  l'un  et 
l'autre  système,  un  polygone  gauche  inscrit  à  la  seconde  quadrique,  il 
existe  une  infinité  de  tels  polygones. 

76.  Etant  donnés  deux  cercles  (dans  le  même  plan  ou  non),  si  Ton 
peut  construire  un  polygone  ayant  in  côtés,  d'une  même  longueur 
donnée,  et  dont  les  sommets  se  trouvent  allernafivement  sur  l'un  et 
l'autre  cercle,  il  existe  une  infinité  de  tels  polygones. 

Étudier  les  cas  particuliers  suivants  : 

!"•  Les  deux  cercles,  de  même  rayon,  sont  dans  le  même  plan,  n  étant 
égal  à  3. 

1°  L'un  des  cercles  se  réduit  à  une  droite  située  dans  le  même  plan 
que  l'autre  cercle. 

77.  Si  les  tangentes  au  point'  double  d'un  limaçon  de  Pascal  font 
entre  elles  un  angle  de  120"  (ayant  pour  bissectrice  l'axe  du  limaçon), 
on  peut  construire  une  infinité  d'hexagones  à  la  fois  inscrits  et  cir- 
conscrits à  ce  limaçon. 

78.  Si  par  une  droite  variable,  tnngcnle  commune  à  deux  sphères 
données,  on  mène  les  plans  tangents  uux  diverses  quadriques  (néces- 
sairement de  révolution)  circonscrites  à  la  l'ois  aux  deux  sphères,  on 
forme  ainsi  un  faisceau  de  grandeur  constante. 
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79.  Si  par  une  droite  variable,  langerrte  commune  quelconque  à  deux 
qiiailriques  liomofocales  ilonnées,  on  mène  les  plans  langenls  aux 
diverse»  quadriques  'homorocalcs  ;i  ces  dernières,  on  forme  ainsi  un 
faisceau  de  grandeur  consiante, 


FIN. 
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